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Avant-propos

Un actif contingent est un contrat financier entre deux parties, un acheteur
et un vendeur, qui donne lieu & des flux monétaires futurs dépendant d’événe-
ments incertains. On parle également de produit dérivé, contrat dont la valeur
dérive de la valeur future d’un sous-jacent. Le sous-jacent peut étre un actif
financier (prix d’une action), une matiére premiere (prix du blé), une créance,

etc.

L’existence de tels produits n’est pas un fait récent. La création de contrats
permettant de se prémunir contre les risques futurs (ou de faire de la spécula-
tion) a accompagné les activités commerciales depuis des siécles. Cependant,
le XXe¢ siecle, notamment a partir des années 1970, a connu un développement
spectaculaire du marché des produits dérivés. Plusieurs auteurs s’accordent
a citer, parmi les facteurs principaux de cette évolution, ’élaboration d’une
méthodologie permettant de donner, dans le cadre de modéles mathématiques,

une réponse au probleme d’évaluation des actifs contingents.

L’objectif de ce livre est de présenter le modele de Black-Merton-Scholes
pour I’évaluation et la couverture de produits dérivés. Ce modele procede de
la méthodologie d’évaluation par réplication en absence d’opportunités d’arbi-
trage. Il repose sur la modélisation des processus de prix des actifs financiers
par des processus stochastiques en temps continu et fait appel notamment au

Mouvement brownien et au calcul d’Ito.

Nous commencons par exposer, dans le chapitre [1} la méthodologie d’éva-
luation par réplication en absence d’opportunités d’arbitrage dans le cadre
d’un modele de marché financier en temps discret. La modélisation en temps

discret des transactions financieres est assez intuitive. Elle permet de présen-
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ter dans un cadre simple des notions de base, qui seront étendues dans les
chapitres suivants au temps continu. Le chapitre [2| est consacré au mouvement
brownien et au calcul d’It6. Nous y présentons les outils du calcul stochastique
indispensables pour aborder le chapitre|3] Dans ce dernier chapitre nous décri-
vons le modele de Black-Merton-Scholes et nous examinons, dans le cadre de
ce modele, le probleme d’évaluation d’actifs contingents. Finalement, des ap-
plications (travaux pratiques, études de cas) font I'objet des derniers chapitres

de 'ouvrage.
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Chapitre 1

Absence d’opportunités
d’arbitrage, probabilité risque
neutre et évaluation en temps

discret

Nous introduisons, a travers la présentation d’un marché financier en temps
discret, les notions essentielles abordées dans ce livre :
* la formulation d’un modele mathématique pour décrire des stratégies
financieres dynamiques,
* la condition d’absence d’opportunités d’arbitrage (A.O.A.) et le prin-
cipe d’évaluation par réplication en A.O.A.,
* la modélisation de la rentabilité par une marche aléatoire,

* Doutil fondamental qu’est la probabilité risque neutre.

1.1 Modele de marché financier

On considére, sur un horizon de temps 7' > 0, un marché financier formé
par (d-+1) actifs, S, - -- S¢; il convient de noter que S7 signifie aussi bien I'actif
J que son processus de prix. On suppose que les agents peuvent intervenir sur

ce marché aux dates discretes ¢t € T := {tg, -ty outy < --- <ty =T.
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L’actif S° est un actif sans risque. Son processus de prix, noté toujours

SV :={SY, t € T} évolue selon la dynamique déterministe
Sp, = Shertie=ho), (1.1)

Sauf mention explicite du contraire nous prendrons t3 = 0 et S?O = 1. La
constante r > 0 est le taux d’intérét sans risque, supposé constant et connu.

d

Pour modéliser I'incertitude concernant les prix des actifs S*,--- , 5%, on intro-

duit un espace de probabilité (2, F,P). On désigne par Sgk la variable aléatoire
qui correspond au prix de l'actif ¢ a la date ;. On note S = {S;, t € T} le

processus (d 4 1)-dimensionnel
s = {8= (s,?,s},...,sf)*, te T},

Ici, pour tout vecteur ou matrice X, nous notons X* son transposé. En

particulier S; est donc un vecteur colonne.

On désigne par processus de prix actualisés le processus S défini par
~ ~ *
§ = {S=(1sl/80,....58/80)" teT}.

Notons que S’ représente le prix de actif risqué S si SO est pris comme unité
de compte. On dit également que S* est le prix de P’actif S* lorsque S° est pris

comme numeéraire.

Dans ce chapitre, on note F := {F;, t € T} la filtration engendrée par S :
‘Ftk =0 (Stiati < tk) Vi €T .

Hypotheése 1.1 (Marché sans frictions) Les actifs de ce marché financier

sont parfaitement divisibles et ils ne sont pas soumis a des colits de transaction.

Pour éviter des problémes purement techniques, nous travaillerons sous 1’hy-

potheése suivante :

Hypothése 1.2 Le processus S est borné.
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1.1.1 Stratégie financiére

Un agent disposant d’un capital initial V}, I'investit sur le marché financier
en l'allouant entre les différents actifs. A chacune des dates ¢, il a la possibilité
de changer l'allocation de sa richesse entre ces actifs. Ainsi, une stratégie

financiere peut étre décrite par un processus stochastique

0:={0s = (00, ...00), t e T\ {to}}.

Ici Hgk € R représente le nombre d’unités de S détenues entre les dates t,_;

et t;. Noter que Gék peut étre négatif : il s’agit alors d’une vente a découvert.

réallocation
egk 0?k+1
! : ! : )
0 0
ty_1 0 inchangé tr 0 inchangé tx1
i
tl\
X
¢
————— ¢
to t1 to t3 tn="T
O 1
—
————— ¢
to t1 t2 t3 tn="T

FI1GURE 1.1 — Illustration d’un changement d’allocation au sein de la stratégie

6 (cf. intuition [1.1.1)). On voit que les prix S; sont continus a droite et les
quantités 6; continues a gauche.
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On note V;, la valeur a la date t;, de ce portefeuille et v}k sa valeur actua-

lisée c’est-a-dire sa valeur exprimée dans le numéraire SY. On a alors
d . . ~ d . ~ ~
— 7 1 . . 7 T .
‘/tk - Z th 177 <9tk’ Stk) et ‘/;k - Z etk 7 <9tk’ Stk>
i=0 i=0

Introduisons AS le processus d + 1-dimensionnel défini par

& &0 o\ ™ g1 _ a1 gd _ ad \*
AS, = (ASh,....A88) = (0.8 -8, ... 50 -5k )
La décision prise par I'investisseur lors de la ré-allocation a la date ¢t;_1 au
prix S, _, dépend de I'information dont il dispose entre tg et ¢;_;. Il est donc

naturel de considérer que la variable aléatoire 6;, est F;, ,-mesurable.

Définition 1.1 Soit 0 = {6;,,1 < k < N} un processus aléatoire d valeurs
dans R4Y. 11 est dit prévisible si, pour tout k =1,--- , N, la variable aléatoire
01

., est Fi,  -mesurable.

Intuition 1.1.1 Pour comprendre la notation 0, il faut constater qu’il
y a une ambiguité possible concernant sa définition : nous pouvons noter
0, la valeur AVANT (en notation intuitive 0y, = 9%) ou APRES (en no-
tation intuitive 0y, = Htﬁ ) ré-allocation au priz S, . Nous considérons
que ¢;, est la distribution d’actifs résultant de la ré-allocation
au prix Sy, , et AVANT une éventuelle ré-allocation au prix S, .
Voici pourquoi : les priz sont imprévisibles, c’est-a-dire que, comme ils
changent en ty, leurs valeurs ne sont pas de simples « continuations »
de leurs valeurs en tp — €. Pour cette raison nous pouvons les considé-
rer comme continus & droite ayant une limite a gauche (trajectoire dite
« cadlag »). Par conséquent 0 « subira » ce changement sans pouvoir in-
tervenir : la quantité Gtktl apres la ré-allocation au prixz Sy, _, subira, sans

possibilité d’intervention, le priz Sy, Par conséquent 0,- = 0,+ woit les
k k—1

priz Sy, et celte quantité est notée Oy = 0,— = 0,+
k k—1
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1.1.2 Processus de gains

Si 6 est un processus prévisible alors nous pouvons aussi considérer le

processus de gains (9 e AS ] c’est-a-dire le processus

[HoAS']tO =0 et [90 ) 75_:1 Htm,ASt pour k > 1.

Il est facile de voir que ce processus compte la somme des gains réalisés
par la stratégie 6 du fait de son choix d’allocation, gains exclusivement dus

aux évolutions (favorables ou pas) des prix des actifs S;.

1.1.3 Stratégie autofinancée

Définition 1.2 (Stratégie autofinancée) On dit que la stratégie 0 est au-
tofinancée ou encore qu’elle vérifie la condition d’autofinancement si pour tout
k=1,---,N ona

Vi = Wi+ (0048) . (1.2)

173

Intuition 1.1.2 Cette définition implique que toute variation de la va-
leur du portefeuille entre deux dates successives est totalement due a la
variation des prix des actifs, c¢’est-a-dire qu’il n’y a ni ajout ni retrait

d’argent du portefeuille entre tg et ty.

Dans notre modele en temps discret, la condition d’autofinancement de la

stratégie 6 se traduit par I’équation :
~ ~ d . ~ . ~ . ~ ~
V;fk = Vtk—l + Zezk (Szk - Sék—l) = Vtk—1 + <0tk7AStk> (1'3)
i=1

Ainsi, on remarque que l'expression de la richesse actualisée d’une stratégie

autofinancée est completement déterminée par V;, et 6.
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Remarque 1.1 La condition d’autofinancement est équivalente a
Oty Ste_y) = (01, Sty_y)s Yk =2,...N. (1.4)
(Voir lexercice page[20.)

1.1.4 Portefeuilles admissibles

On appelle ensemble des portefeuilles admissibles ou encore ensemble des
stratégies admissibles ’ensemble, noté A, des processus prévisibles et autofi-

nancés 6 tels que le processus 6 est borné. Ainsi
A= {0 : prévisible, autofinancé, 3C? > 0 t.q.0;, | < C? Vtx € T\ {to}} .

Soient v € R et # € A. On note V¥ le processus de richesse autofinancé
associé au capital initial v et & la stratégie admissible 6 et V¥ le processus

actualisé correspondant, c’est-a-dire exprimé dans le numéraire S°. Alors

Vtv’g _ U/S?O—i- [QOAS] ot Vtz;,a _ Uer(tk7t0)+5’?k [GOAS)

k 173 123

Remarque 1.2 Dés que nous parlons de portefeuille autofinancé il doit y
avoir une compatibilité entre v et 0 : v = (04, S,). Cette compatibilité sera

toujours supposée vraie dés que mous invoquons un portefeuille autofinanceé.

Proposition 1.1 L’ensemble des portefeuilles admissibles est un sous-espace
vectoriel de L°(R¥1F) (voir la Sectionpour la définition de LO(RT1 ) ).
De plus, pour tout 0,0 € A etv, v € R (compatibles au sens de la remarque

0+0)eAS) = [00AS) + (GeAS) et VvHRoHd —yvl 4 yod
((0+0)eas) = (905) + (605)
Preuve. Exercice. ]

1.1.5 Contraintes de portefeuille

Des contraintes peuvent peser sur les stratégies financiéres d’un investis-

seur. En termes de modélisation, ceci revient a restreindre les stratégies fi-
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nancieres possibles a un sous-ensemble P de A que 'on désignera par la suite
comme ensemble des portefeuilles possibles. Par exemple :
— aucune contrainte : = A,

— interdiction de vente a découvert des actifs risqués :
P:={0ecA: 0, >0 Vie{l,---,d},Vt, €T},
— limite sur la variabilité de la stratégie en actifs risqués :
P:={0ecA: |0, —0;, | <t Vie{l,-- d},VtreT}

ou £/ est une borne fixée,
— limite sur 'investissement en actifs risqués (en l'occurrence ici sur le

i-eme actif) :

PO ={0€A: (0], S/ Vil <€ Vi, €T}

k

ou ¢ est une borne fixée.

1.2 Opportunités d’arbitrage et leurs absences

1.2.1 Opportunités d’arbitrage

On dit qu’un marché financier comporte une opportunité d’arbitrage s’il
est possible de réaliser un gain sans risque a partir d’'un investissement initial

nul. Plus précisément, nous adoptons la définition suivante :

Définition 1.3 (Opportunité d’arbitrage) On dit qu’un marché financier

admet une opportunité d’arbitrage si il existe 0 € A tel que :
P(7p0>0)=1 e P(V2">0)>0

Définition 1.4 (A.O.A.) On dit que le marché financier vérifie la condition
d’absence d’opportunités d’arbitrage (A.O.A.) si il n’existe aucune opportunité

d’arbitrage sur ce marché financier.
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1.2.2 Conséquences de I’A.O.A.

La premiére propriété, énoncée ci-dessous, porte sur la comparaison des

valeurs et des « prix » de stratégies financieres.

Proposition 1.2 Soient (vy,61), (v2,02) € R x A tels que VTM’Q1 > VJYQ’HQ

P—p.s. En A.O.A. on a nécessairement v1 > v,

Preuve. Supposons que vy > v1. Posons 0 := 61 — 05 ; alors :

[QOAS]T = (Hl.AS]T_ (HQOAS]T
= (VP ysh — o) = (V42150 — vs)
(V) S () 2 (v o) >0

Ainsi nous vérifions que # est une opportunité d’arbitrage, ce qui contredit la

condition A.O.A. On conclut que nécessairement vy < v1. O

Corollaire 1.1 Supposons que le marché financier vérifie la condition A.O.A.
Soient (v1,601), (v2,02) € R x A tels que V;fl’el > V%)Q’BQ P—p.s.

1. Alors vy > vy et %21,01 > ‘41;2’92, Vi, €T ;

2. En particulier, si V%“’Ol = VF}&’QQ P — p.s., alors pour tout t, € T on a

Vvlﬂl v2,02

vp=v2 et Vi, =V,

A présent nous donnons quelques conséquences importantes de la condition
A.O.A. sur les prix d’actifs contingents standards : les options vanille. On
désigne par option vanille une option d’achat ou une option de vente sur 'un

des actifs risqués S°.

Définition 1.5 (Option d’achat européenne) On appelle option d’achat
européenne ou call européen un contrat entre deux parties qui donne a l’ache-
teur le droit mais pas l'obligation (le vendeur est en revanche tenu de se plier
a la décision de l'acheteur) :

— d’acheter un actif financier S (action, obligation, indice boursier, devise,
matiére premiére, autre produit dérivé, fonds, inflation, etc.), appelé actif sous-

jacent,
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— d un priz précisé a U'avance K (priz d’exercice ou strike en anglais),
— a une date d’échéance donnée T (option dite européenne).
Sa valeur terminale est : Cp = max{St — K,0} = (Sp — K)™.

Définition 1.6 (Option de vente européenne) Une option de vente eu-
ropéenne ou put européen est un contrat entre deux parties qui donne a l’ache-
teur le droit mais pas l'obligation (le vendeur est en revanche tenu de se plier
a la décision de l'acheteur) :

— de vendre un actif financier S (action, obligation, indice boursier, devise,
matiére premiére, autre produit dérivé, fonds, inflation, etc.), appelé actif sous-
jacent,

— a4 un priz précisé a l'avance K (priz d’exercice ou strike en anglais),

— a une date d’échéance donnée T (option dite européenne).

Sa valeur terminale est : Pp = max{K — St,0} = (K — Sp)™.

On note Cy(S, T, K) (respectivement P;(S, T, K)) le prix a la date ¢ de I'option
d’achat (resp. de l'option de vente) de maturité T', de prix d’exercice K et de

sous-jacent S.

Proposition 1.3 (Relation de parité Call-Put) Pour tout t € [0,T] les

prix du put et du call vérifient
CyS, T,K)— P(S,T,K) =S — Ke "™, (1.5)

Preuve. Considérons la stratégie financiére, str 1, qui consiste a acheter le
call et a vendre le put a la date initiale t = 0 et & maintenir le portefeuille
inchangé jusqu’a la maturité 7. On a Vit = (Sp—K)*—(Sp—K)~ = Sr—K.
Considérons maintenant la stratégie, str 2, qui consiste a acheter I'actif risqué

"I unités monétaires dans actif sans risque S° &

S et a se faire préter Ke™
la date initiale ¢ = 0, puis a maintenir le portefeuille inchangé jusqu’a la date
T. La valeur terminale de cette stratégie est V:ﬁ“z = S7 — K. On voit que
VEtrl — VST dans tous les états du monde. En utilisant le Corollaire on
conclut que, a toute date t € [0,77], les valeurs de ces deux stratégies sont

égales, d’ou la relation de parité Call-Put. U
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Proposition 1.4 (Bornes sur les prix d’options vanille) A toute date
te[0,T] on a

(5 Ke T 0)" <oS.T.K) < S (1.6)

(§ = Ke"T0) " < P(S,T,K) < KT,

Preuve. C’est 'objet de I'exercice [1.2] page O

Proposition 1.5 (Convexité des prix par rapport a K) Pour toute va-
leur de t € [0,T), les fonctions K — Cy(S,T,K) et K — Py(S,T,K) sont

CONVETES.

Preuve. C’est l'objet de lexercice [I.3] page O

1.3 Caractérisation de la condition A.O.A.

Le but de ce paragraphe est d’établir une condition suffisante pour la condi-
tion d’A.O.A. sur un marché financier. Nous renvoyons le lecteur a ’annexe[A.6]
pour un rappel des notions requises concernant les martingales a temps dis-
cret. Finalement, nous rappelons que deux mesures de probabilité P et Q sur
(Q, F) sont dites équivalentes si pour tout X € F : P(X) = 0 si et seulement
si Q(X) =0.

Théoréme 1.1 (Condition suffisante d’A.O.A.) On suppose qu’il existe
une mesure de probabilité Q équivalente a P telle que le processus de prix
actualisé S soit une martingale sur (Q,F,Q;F) (on dira également que S est

une Q-martingale). Alors ce marché financier vérifie la condition A.O.A.

Pour prouver ce résultat, nous allons utiliser la propriété suivante :

Proposition 1.6 Soit § € A un portefeuille admissible tel que (6y,, St,) = 0.
On suppose qu’il existe une mesure de probabilité Q équivalente a P telle que
le processus de priz actualisé S soit une Q-martingale. Alors le processus de

richesse actualisée VOO est une Q-martingale.
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Preuve. Soit § € A un portefeuille admissible tel que 6 soit borné par
une constante M : P(|6;,| < M) = 1. Comme la mesure de probabilité Q
est équivalente a P on a Q(|6;,| < M) = 1. Donc pour tout k£ > 1, on a
|1~/t2’9| = |k (6, AS;, )| < MY _|AS;,,|. Comme chacune des va-
riables aléatoires S'tm est Q-intégrable, on en déduit que chacune des variables
aléatoires f/t?;@ est Q-intégrable. Il nous reste a vérifier que pour tout £ > 1 on
a BV Fy ] = V)0, Or,

BV P ) = B[V + (0, AS |-

k—1

Puisque le processus V¢ est adapté et que le processus @ est prévisible, on a

d
(7 79 (7 76 % Qi
EQ[‘/}?@ “Ftk—l] = ‘/15271 + ZetkEQ |:AStk|‘Ftk—li| N
=1

Enfin, puisque S est une Q-martingale on a E@ [Agfk ’]:tk—1:| =0, ce qui nous
permet de conclure que E@ [‘%2’9]]:567 J= ‘ZZLO .- O
Preuve. Revenons au théoréme Supposons qu’il existe une mesure de
probabilité Q équivalente & P telle que S soit une Q-martingale. Nous montrons
par I’absurde que cela implique A.O.A. Supposons qu’il existe un portefeuille
admissible 6 € A tel que ]P’(VIQ’G >0)=1et ]P’(f/jg’g > 0) > 0. Comme Q est
équivalente a P on a également Q(ng’e >0)=1et Q(VTO’Q > (0) > 0. Puisque
0 est borné, d’apres la proposition le processus V¢ est une Q-martingale

qui démarre (au capital initial égal) a zéro donc EQ[VFE’O] = 1700’9 = 0. Ceci
combiné & Q(f/;}ﬁ > 0) = 1 implique que Q(f/jg’e = 0) = 1, ce qui contredit
Q(V2? > 0) > 0. O

Définition 1.7 (Mesure neutre au risque) On appelle ensemble des me-
sures de probabilité neutres au risque l’ensemble noté M(S) des mesures de
probabilité Q définies sur (Q, F) telles que Q est équivalente a P et que le

processus S est une Q-martingale.

Remarque 1.3 Nous venons de montrer que M(S) # 0 implique A.O.A.

En temps discret et sous l'hypothése que l’espace des états est fini (ou dé-
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nombrable) la réciproque est aussi vraie : I’A.O.A. implique 'existence d’une
mesure risque neutre, voir [11] pour une démonstration. Il y a donc, sous ces
hypothéses, équivalence entre A.O.A. et l’existence d’une mesure risque neutre.

Ceci est parfois appelé le premier théoréme fondamental de la valuation d’ac-
tifs.

1.4 Réplication d’actifs et évaluation sous la condi-
tion A.O.A.

Définition 1.8 Un actif financier dont la valeur terminale au temps T est
une variable aléatoire G intégrable et Fr-mesurable est appelé actif contingent

de maturite T.

Cet actif contingent peut étre, par exemple, un produit dérivé tel qu'une
option d’achat ou une option de vente. On s’intéresse dans ce paragraphe au
probleme d’évaluation d’un actif G : comment déterminer le juste prix ptG de

G a la date t pour tout ¢ € [0,7] dans un modele donné.

Intuition 1.4.1 Le principe d’évaluation par réplication en A.O.A. re-
pose sur l’idée suivante : si le marché financier vérifie la condition d’ab-
sence d’opportunités d’arbitrage, alors deux stratégies financiéres ayant
les mémes valeurs terminales ont nécessairement le méme priz a chaque
date t € [0,T]. Ceci est énoncé dans le Corollaire 1.1 Donc, si l'on est
en mesure de construire d partir des actifs S* une stratégie dont la valeur

terminale coincide avec G, alors le prixz de G peut étre calculé comme la

valeur de cette stratégie.

Définition 1.9 (Stratégie de réplication) Soit 6 € A et vo € R. On dit
que le portefeuille admissible 0 permet de répliquer Uactif contingent G a partir

du capital initial vg si : G = VTUO’Q P —p.s.

Proposition 1.7 (Prix d’un actif réplicable) On suppose qu’il existe une

mesure de probabilité neutre au risque Q. On suppose que lactif contingent
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G admet une stratégie de réplication 0 € A a partir du capital initial vy. On
suppose de plus que 0 est bornée. Si on note pg le priz de G a linstant ty,
alors pour tout k on a pg = "*EQ[Ge™"T|F,, ]

Preuve. On suppose que G est réplicable a partir du capital initial vy et de
la stratégie admissible 8 € A. Alors, en A.O.A., pour tout k < NV, pg = tzo,e
Comme 6 est bornée, le processus V0¥ est une Q-martingale. En utilisant le
fait que G = V}’O’e, on obtient : E [e*TTG\}'tk} =E [V;O’ﬂ}}k} = ‘7;;0,9 . On

00,0 _ E [G_T(T_tk)GU'—tk] 0O

conclut que : ptcl’: =V

Définition 1.10 (Marché complet) On appelle marché complet tout mar-

ché financier ot tout actif contingent admet une stratégie de réplication.

Proposition 1.8 On considére un marché financier complet. Alors, si elle

existe, la mesure de probabilité neutre au risque est unique.

Preuve. La preuve est laissée en exercice au lecteur. [l

Intuition 1.4.2 Sir = 0 alors p§ = EQ(Q), c’est-a-dire que le priz de
Uactif a Uinstant zéro est juste la moyenne, sous la probabilité QQ, des
gains possibles a maturité. C’est cette propriété qui donne son nom de
probabilité risque neutre a Q, en opposition auzr approches « averses au
risque » (ou le priz est inférieur d la moyenne des gains espérés) ou « d
propension pour le risque » (ot le prix est supérieur a la moyenne des

gains espérés).

1.5 Arbre binomial

Dans cette section consacrée au modele binomial, également appelé arbre
binomial, nous allons nous restreindre au cas ou le marché ne contient qu’un
seul actif risqué : d = 1. Cette simplification est adoptée par souci de clarté.
Les résultats énoncés dans cette section peuvent étre étendus au cas général
d > 2 sans difficulté.
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Nous modélisons 'actif risqué par un arbre binomial (aussi dit arbre de
Cox-Ross-Rubinstein ) décrit graphiquement en (1.7) pour N = 3 : le prix de
lactif peut évoluer en multipliant sa valeur par le facteur u (« up ») ou en

multipliant sa valeur par le facteur d (« down »), avec 0 < d < u < 00.

St
/
Siu?
/ pN
Stu Stu*d
/ p /
S St ud
SN /! \ (1.7)
SLd SLud?
N /
SL 2
N
S8
to t to ts=T

1.5.1 Modélisation probabiliste

Ici Pensemble des états possibles est I’ensemble des suites u, ud, u?d, etc.

Donc :
Q= {(wi1, ..., wn)|wi € {d,u}} = {u,d}V.

Il convient de noter que ceci implique que 'arbre est recombinant c’est-
a-dire que I’ensemble des valeurs possibles en T est N + 1 et pas 2/.

Nous notons Yj41 = Stllchl / Stlk les rendements.

Ici F = {Fo, ..., Fn} avec :

- au temps tg : Fop = {0, Q} car on connait seulement I’état initial ;

-autemps ty : Fi = {0, {w € Qw; = d}, {w € Qw; = u}, N} car on connait
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I’état au temps t7 ; cette tribu représente I’ensemble des parties de €2 dont on
peut dire si elles sont réalisées ou pas a 'instant 1 ;

- au temps t9 :

Fo={0,{w € Qw1 = d,wy = d},{w € Qw = d,wy = u},
{w € Qwy = u,ws = d}, {w € Qw1 = u,ws = u},Q},

car on connait les valeurs prises par S} jusqu’a ts (inclus); cette tribu repré-
sente I'ensemble des parties de €2 dont on peut dire si elles sont réalisées ou
pas a l'instant ¢ ;

Par ailleurs nous constatons que les variable 5} : Q@ — Ret Y : Q = R

sont respectivement définies par

k
Stlk (Wi, ey wN) = Stlo H Wy,
(=1

Yk(wla ,(,UN) = Wk

Remarque 1.4 Clairement F;, = o(Y1,...,Ys). La tribu Fy est aussi la tribu
engendrée par Stll, car la tribu engendrée est l'image réciproque par Stll des
boréliens de R. (on rappelle que la tribu borélienne sur R est la tribu engendrée

par les ensembles ouverts.) De méme, Fy, = (S}, ..., Stlk)

1.5.2 Evaluation de produits dérivés dans le modéle binomial

Remarque 1.5 Un produit dérivé (ou actif contingent) G est une variable

aléatoire Fp-mesurable. Elle s’écrit donc sous la forme
G= ¢(Stloa Stlp ) Sth)a

ot ¢ est une application borélienne. Lorsque ¢ dépend seulement de la derniére
variable on dira que lactif dérivé est indépendant du chemin : calls et puts
européens (dits aussi « vanille »), calls et puts digitauz, etc.

Lorsque au contraire ¢ dépend pleinement de tous ses arguments on dira

que G est un actif dérivé dépendant du chemin. Un exemple d’actif dépendant
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du chemin est 'option (call ou put) asiatique dont le payoff se calcule comme
celui d’un call ou put européen mais en prenant en compte la moyenne des
valeurs du sous-jacent entre to et T plutot que sa valeur terminale. Par souct
de clarté nous considérerons seulement les actifs indépendants du chemin, bien

que notre maniére de procéder soit facilement extensible a tous les actifs.

Théoréme 1.2 (Modéle binomial et probabilité risque neutre)

Supposons que ty, = kAt et qu’il y a A.O.A. dans le modéle binomial. Alors
1.d<e? <u;

2. il existe une unique probabilité risque neutre Q. Sous cette probabilité

les rendements Y1, ..., Yy sont indépendants et de méme loi donnée par

QYi=u)=q et QY¥i=d)=1-¢

erAt_d
u—d

Preuve. Démonstration du point (I : une stratégie d’arbitrage entre l'actif

q= (1.8)

sans risque et 'actif risqué est immédiate a construire si la condition n’est pas
satisfaite. Par exemple si d > et ceci veut dire que u > d > ¢"?! et alors
il suffit d’acheter D'actif risqué et de vendre ’actif sans risque pour la méme
somme d’argent pour obtenir un arbitrage.

Démonstration du point [2] : supposons qu'’il existe une probabilité risque
neutre Q et montrons qu’elle est nécessairement unique. Une mesure risque
neutre Q satisfait EQ(Stlk\Ftkfl) — S} pour tout k = 1,..., N ou encore,

tk—1

selon la définition de Y}, et de S : EQ(Stlk_lYke_TAﬂftkfl) =S} Puisque

te—1"

Stlk, , est Fy,_, mesurable il en découle que EQ(YH‘F%,J = ¢ ou encore,

apres quelques calculs immédiats :
UEQ(1Yk=U|ftk71) + dEQ(1Yk=U|ftk71) = eTAt' (1'9)

Par ailleurs 1q est F3, ,-mesurable donc EQ(lg\}}k_l) = 1g = 1. Mais en

décomposant comme avant nous obtenons aussi :

EQ(IYk=U|}—t1@71) + }EQ(]‘YI@:ULFtk—l) =1 (1-10)
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Combinant les relations ((1.9)) et (1.10)) nous obtenons :

rAt rAt

e —d u—e
et EQ(lyk:d“Ftk—1) =

Q _
]E (]‘Yk:u|‘Ftk—1) - U — d U*d

Nous constatons que les termes de droite des deux égalités ci-dessus ne dé-
pendent ni de w ni de k, donc sous Q, pour tout £k = 1,..., N, la variable
aléatoire Y}, est nécessairement indépendante de F;, | ce qui implique que
sous Q les variables aléatoires Y7,..., Yy sont nécessairement indépendantes

et de méme loi

erAt —d U — erAt

=q et Yi=d)=—F=1-—

q Q1 =d)=—— q
ou ¢ est donné par ([1.8]). Ceci détermine Q de fagon unique. Réciproquement,
en reprenant les arguments ci-dessus, il est facile de montrer qu’en posant

Q(wl, ...,wN) _ qcard{k:wk:u}(l o q)card{k:wk:d}. (111)

on définit bien une probabilité risque neutre. U

Théoréme 1.3 (Evaluation des actifs indépendants du chemin)

Soit un actif dérivé G indépendant du chemin G = ¢(St) avec ¢ : R — R
mesurable. Supposons que tp = kAt et que dans le modéle binomial il y a
A.0.A.Alors pour tout k =0,..., N le prix de G a la date ty, ne dépend que de
la valeur du sous-jacent a cette date. On note pg (X) ce priz quand Stlk = X.
Onapf (X)=¢(X)etsik=0,...,.N—1ona

Pl (X) = e [gpf | (Xu) + (1 - qpf},, (Xd)] (1.12)

ou q vérifie (@ De plus, Uactif G admet une stratégie de réplication donnée

par
G(ql Gl
_ pi, (Sg,_,w) — pi (Sg,_,d)
v:EQ[e TT¢(51)], 91 _ Ttk k—1 k k=17
e Sl u—St d

te—1 k—1

(1.13)

Preuve. Supposons d’abord que G est réplicable. On sait alors d’apres la
proposition [[.7 page[12] que, en A.O.A., pour tout k =0,..., N—1le prixde G
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a la date t;, est donné par EQ[e~"(T=t)(SL)| F;, |. Mais ici S3 = STV, Yy
par conséquent le conditionnement par F;, est identique au conditionnement
par Stlk. Ceci est spécifique aux actifs indépendants du chemin. En particulier
le prix de l'actif contingent a la date ¢; est donné par une fonction de Stlk.

Donc
pi(SL) = Ee T (S| 7] (1.14)
= EQ HEQ[‘@_T(T_tk)¢(SC}“)’ fthrl} ftk:|
- EQ [efrAtpiH(Sng) ftk]
—rA
= EQ |:€ t (1{Yk+1:u} + 1{Yk+1:d}> ptC;;Ll (Stlk+1)

—rA G 1 G 1
= € 'EY [1{Yk+1:U}ptk+l(Stku) + l{Yk+1:d}ptk+l(Stkd)’ }_tk} :

Fu|

En observant que pﬁﬂ (St u) et ngr (S} d) dépendent tous deux de S}, alors
que lry,  —y) et 1gy, —g) sont indépendantes de Stlk on obtient I’expression
apres utilisation des propriétés élémentaires de ’espérance condition-
nelle. On remarquera que , combiné au fait évident que pgv = ¢, déter-
mine de fagon unique par récurrence descendante une famille pi,tk €T, de

fonctions définies sur les valeurs possibles de Stlk a chaque date ty.

Montrons a présent, a ’aide de la famille ptGk, tr € T, que G est effective-
ment réplicable en considérant le probleme de sa couverture. Nous procédons
par récurrence en montrant que pour tout kK = 0,..., N Dactif ptC,’; (Stlk) est
réplicable en suivant la stratégie 8 donnée par 1’énoncé. Ceci prouvera que G
est réplicable puisque ng(SgN) = ¢(SL) = G. Le cas k = 0 est trivial car
ptGO(S}O) est la constante réelle v, réplicable avec un portefeuille de valeur v
investi uniquement en actif sans risque. Supposons & présent que nous avons
montré pour k fixé que pt(]’: (S’tlk) est réplicable a ’aide d’une stratégie de valeur
initiale v et de 6}, (¢ = 1,...,k) définies comme indiqué ; nous montrons que
ceci est encore vrai pour k + 1. D’apres page [5, nous sommes donc a la
recherche d'une variable J;, mesurable 9t1k+1 telle que :

erAtptC]i (Stlk) + 9%k+1 (Stlk+1 - Stlk 6TAt) = pg+1 (Sl ) (]‘15)

tet+1
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Ceci, selon les valeurs possibles de S}

TR conduit a un systeme de deux équa-

tions

At G (ol 1 1 A G 1
e’ tptk (Stk) + etkﬂ Stk (u—ce" t) = pthrl(Stku)

eApl (SL) + 0L, SL(d— ey =l (S}.d).

On obtient donc

Pk i, (L)
bt Stu—SLd ’

c’est-a-dire la formule attendue pour #'. On remarque que 0' est égal au
quotient entre la variation du prix du dérivé et la variation du prix du pro-
duit sous-jacent. En utilisant les formules et (et apres calculs)
nous constatons que p< et @ vérifient effectivement . La stratégie 0 ainsi

construite permet de répliquer G ce qui conclut la preuve. O

Remarque 1.6 La valeur q ne dépend pas de la probabilité P donc la proba-
bilité Q ne dépend pas de la probabilité P. Donc, dans ce modéle, le prixz du
produit dérivé sera le méme dés que les investisseurs s’accordent sur l’ensemble
de scénarios possibles, sans nécessité d’accord sur la probabilité de chaque scé-
nario. Ainsi deux options ayant méme strike et méme maturité sur deuzx sous-
jacents différents (mais avec les scénarios « u » ou « d » identiques) auront le
méme priz, méme si par exemple pour le premier P(Yy = u) = 90% et pour le
deuziéme P(Yy = u) = 10%.

Il est possible, avec les mémes arguments, de démontrer le

Théoréme 1.4 (Evaluation des actifs dépendants du chemin)

Soit un actif dérivé G = gb(S}O,Stll, ...,Sth) avec ¢ : RVt — R mesurable.
Supposons que t, = kAt et que dans le modele binomial il y a A.O.A. Alors,
pour tous k = 0,..., N, le prixz de G a la date t ne dépend que de la valeur

du sous-jacent auxr dates tg,...,tx. On note ptC,*; (Xo,...,Xg) ce priz quand
(Stlo""vstlk) = (Xo,...,Xg) et on a

ng(XovaXN) = ¢(X0,,XN)
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et

pi (XOa s anJ) = e—rAt [qpi+1 (XO, ooy X Xk‘u)

+(1 = 9)pfy,, (Xo, ., Xp, Xxd)| (1.16)

sik=0,...,N —1 ou q vérifie (@ De plus Uactif G admet une stratégie

de réplication donnée par

G (gl 1 1 G gl 1 1
v — E@[e—TTG] 61 _ ptk (St07 ceey Stk717 Stkilu) - ptk (St07 ceey Stk:fl7 Stkfld)
no St u—SL d '

tp—1

(1.17)

Preuve. C’est 'objet de I'exercice [1.11 O

Remarque 1.7 Les arguments de cette section sont encore valables, avec
quelques ajustements, pour des arbres plus générauzr ayant des valeurs u et

d qui peuvent dépendre de ti et plus généralement de Stlo, vy Stlk-

1.6 Exercices

Exercice 1.1 Démontrer la remarque page [3
Exercice 1.2 Démontrer la proposition page [10.
Exercice 1.3 Démontrer la proposition [1.5 page [10.

Exercice 1.4 Soit un marché avec d = 1, r = In(1.06), N = 2, t, = 0,
t1 =1, ty = 2 et un investisseur avec un portefeuille autofinancé de valeur V.
Nous savons que Vi, = 1000, V4, = 1060, V,, = 1042, Sp = 100, S} = 100,
St =120, S} = 100.

1. Calculer S?k et V;k pour k=0,1,2;

2. Calculer 0y, pour k =1,2;

3. Comparer la stratégie de l’investisseur avec une stratégie impliquant

seulement lactif sans risque.
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Exercice 1.5 Soit un marché avec un actif risqué et un investisseur qui alloue
toujours la moitié de la valeur de son portefeuille autofinancé sur Uactif risqué

et lautre moitié sur un actif sans risque.
1. Ecrire la formule de récurrence de 0y, en fonction de 0y, , et S;, | ;

2. Pareil pour Vi, en fonction de Vi, _,, Si,_, et S, .

Exercice 1.6 Soit &1,...,&,,... des variables aléatoires indépendantes et de
méme loi (qui seront dites « i.i.d. » par la suite) de moyenne nulle et de

variance finie.

1. Montrer que le processus (Xp)n>0 défini par
n
Xo=0 et Xo=)> &
k=1

pour tout n > 1 est une martingale par rapport a la filtration « natu-
relle » F donnée par Fy = {0,Q} et, pour tout n > 1,

Fon=0(&,1<i<n).

2. Montrer que pour tout n > 0, E[X2,,|F,] = X2+ E[¢2.,]. En déduire
qu’il existe une unique suite croissante de réels (an)n>0 telle que ag =0
et (X2 — an)n>0 soit une F-martingale.

3. Soit maintenant une autre suite de variables aléatoires ny,...,My,... i.i.d.,

centrées, de variance finie telle que & est indépendante de 1y pour tout
C# k. Soit (Yn)n>0 le processus défini par

Yo=0 et Y,=>m
/=1

pour tout n > 1 . Montrer qu’il existe une unique suite de réels (dy,)n>0
vérifiant dy = 0 et telle que (XY, — dn)n>0 soit une martingale par
rapport a la filtration G donnée par Gy = {0, Q} et, pour tout n > 1,

Gn=0(&,n,1 <0, 0 <n).
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Exercice 1.7 (arbre binomial) Considérons un arbre binomial a 2 pas avec
Stlo =100, =0, N=2,T=4, K =100, u=15,d=0.5, r = —%ln(O.S).
Cet arbre est utilisé pour [’évaluation du priz d’une option d’achat européenne
de prixz d’exercice K et de maturité T'. Calculer q et remplir les endroits man-

quants du tableau suivant

225
77
NA
/
150
777
777
/! N\
) 100 75
St 77 77
G 1 .
P (S) T NA
etk+1 (Stk) \ /‘
50
77
77
N\
25
77
NA
to t1 to =T

Exercice 1.8 Considérons un arbre binomial a 3 pas (exemple adapté de [1])
avec S{, =80, tp =0, N =T =3, K =80, u=1.5,d = 0.5, r = In(1.1).
Comme dans lexercice précédent, cet arbre est utilisé pour I’évaluation du priz

d’une option d’achat européenne de prixz d’exercice K et de maturité T

1. Calculer q et remplir les endroits manquants du tableau suivant qui

contient
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St
Pt (SL,)
0., (St,)

23
270
190
NA
180
107.272

1
120 90
777 10
77 NA

/
80 60
34.065 5.454
0.719 0.167
N\
40 30
2.974 0

0.136 NA

20

0

NA
10
0
NA
to t1 to ts=1T

2. Considérer par exemple le scénario 80 — 120 — 60 — 90 et mon-

trer comment se fait la couverture de l’option. Méme question pour le

scénario 80 — 120 — 60 — 30.

Exercice 1.9 Montrer que pour un arbre trinomial la probabilité risque neutre

n’est pas unique.

Exercice 1.10 Soit un marché complet a d = 1 actif risqué et qui admet une

probabilité risque neutre. Nous supposons que pour tout k les valeurs possibles

de Stlk sont en nombre fini. Comparer les priz actualisés d’un dérivé de payoff
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fonction indicatrice d’une valeur possible de Sk (dit actif de type « Arrow-

Debreu ») avec la probabilité risque neutre. Généraliser pour d > 1.

Exercice 1.11 Démontrer le théoréme [1.4}



Chapitre 2

Mouvement brownien et

calcul d’Ito

Le but de ce chapitre est d’introduire le mouvement brownien et les outils
de base du calcul stochastique nécessaires pour comprendre et formuler le
modele de Black-Merton-Scholes :

* apres une présentation générale des processus en temps continu, une
section est consacrée aux martingales continues,

* nous présentons ensuite le mouvement brownien et étudions quelques
propriétés importantes de ce processus,

* nous introduisons la notion d’intégrale stochastique qui nous servira
par la suite & modéliser ’évolution du processus de richesse dans un
modele financier ou les transactions se déroulent de maniére continue
dans le temps,

* enfin, nous présentons les processus d’Itd, le lemme d’It6 et les équa-

tions différentielles stochastiques.

Pour toute information complémentaire concernant ce chapitre nous ren-
voyons le lecteur aux références données dans la bibliographie, en particu-
lier [12] et [13].
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2.1 Processus stochastiques en temps continu

Dans toute cette section, on considére un espace de probabilité (2, F,P).
On rappelle qu’un ensemble B C (2 est dit négligeable s’il existe un événement
A e F tel que B C A et P(A) = 0. Dans toute la suite, on note N’ 'ensemble
des ensembles négligeables de (2, F,P).

Définition 2.1 (Espace de probabilité complet) L’espace de probabilité
(Q, F,P) est dit complet si N C F.

Définition 2.2 (Processus stochastique) Toute famille X = {X;,t > 0}
de variables aléatoires & valeurs dans R% est appelée processus stochastique en

temps continu, ou simplement processus stochastique.

Un processus X peut étre vu comme une famille de variables aléatoires indexée

par le temps :
X;: we(QF) = Xy(w)e (Rd, B(Rd)) .
On peut alors s’intéresser aux lois des variables aléatoires X :

Définition 2.3 Soit X = {X;,t > 0} un processus stochastique.

1. [Lois fini-dimensionnelles] Les lois fini-dimensionnelles de X sont les
lois de tous les vecteurs aléatoires (Xy,,- -+, Xty ) pourty, -ty € Ry
et N € N.

2. [Processus équivalents] Deux processus X et'Y sont dits équivalents si
on a égalité de toutes les lois fini-dimensionnelles de X et de Y. On
éerit alors X 2Y. On dit également que X et'Y sont égaux en loi ou

que Y est une version ou une modification de X.
3. [Processus stationnaire] Un processus X est dit stationnaire si pour tout
h >0 le processus X yp := {X¢1n, t >0} est équivalent a X.

4. [Accroissements stationnaires - Accroissements indépendants] Un pro-
cessus X est dit a accroissements stationnaires si : pour tout t, la loi de

Xi+n — Xt ne dépend pas de t. Le processus X est dit a accroissements
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indépendants si : pour tout n > 1 et tous 0 =19 <t1 <--- <t, € Ry,
les variables aléatoires Xy, Xp, — Xyy, -+, Xy, — Xy,,_, sont indépen-
dantes.

5. [Trajectoire d’un processus| Pour tout w € , la fonction t — Xy(w)
est appelée trajectoire de X (associée a l’état w). Le processus est dit
a trajectoires continues si pour tout w € Q, la fonction t — X(w) est

continue sur R4 .

6. [Processus mesurable] Le processus X est dit mesurable si lapplication :
(t,w) — Xi(w) définie sur ’ensemble Ry x Q muni de B(R;) ® F, a
valeurs dans R? muni de la tribu B(R?Y), est mesurable. C’est-a-dire si

pour tout a',--- ,a® € R, Uensemble
{(t,w) : th(w) < a17 e 7Xtd(w) < ad}
est dans B(Ry) ® F.

2.1.1 Filtrations et mesurabilité

Un processus stochastique X modélise 1’évolution dans le temps d’une
quantité aléatoire. L’observation de I’évolution de X dans le temps véhicule de
I'information : les réalisations passées de X et sa réalisation présente peuvent
informer sur son évolution future. L’outil mathématique qui nous permettra

de traduire cette idée d’évolution de 'information est la notion de filtration.

Définition 2.4 Soit X = (X;)i>0 un processus stochastique.

1. [Filtration] Une filtration est une famille F = {F;,t > 0} de tribus
telles que : Fs C F: C F pour tout t > s > 0. Si l’espace de proba-
bilité (Q, F,P) est muni d’une filtration F, on parlera de l’espace de
probabilité filtré (Q, F,P;F).

2. [Espace filtré complet] Soit F = {F;,t > 0} une filtration donnée sur
(Q, F,P). L’espace de probabilité filtré (Q, F,P;F) est dit complet si
N C Fo.

3. [Filtration naturelle d’un processus| Soit X un processus stochastique

défini sur (Q, F,P). Une filtration naturellement associée a X est la
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filtration FX = {FX,t > 0} définie par : FX = 0(X,,s <t). En gé-
néral, 'espace de probabilité filtré (Q, F,P, FX) n’est pas complet. Nous
considérons donc plutét la filtration FX définie par : Fi< := ]:—tX VN. La
filtration FX est appelée la P— complétée de FX et lespace de probabi-
lité filtré (Q, F,P; FX) est donc complet. C’est FX que nous appellerons
la filtration naturelle du processus X ou encore la filtration engendrée
par X.

4. [Processus adapté] On dit que X = {Xy,t > 0} est F-adapté si pour

tout t > 0, la variable aléatoire Xy est Fi-mesurable.

Pour en savoir plus 2.1.1 (Processus progressif) On dit que le pro-
cessus X = {X;,t > 0} est F-progressif si pour tout t > 0, la fonc-
tion (s,w) — Xs(w), définie sur ([0,t] x Q,B([0,t]) ® Ft) a valeurs dans
(RY, B(R?)), est mesurable. Cette définition est surtout utile pour les
processus avec des sauts ou les filtrations (Fy-)i>0, (Ft)i>0 €t (Fe+)e>0

peuvent étre différentes.

2.1.2 Processus gaussiens

Ce paragraphe est consacré a un type particulier de processus : les pro-
cessus gaussiens. Avant de définir ces processus nous commencons par faire un

bref rappel sur les vecteurs gaussiens.

Définition 2.5 (Vecteur gaussien) Soit X = (X!,---  X) un vecteur a-
léatoire défini sur (Q, F,P). Il est dit gaussien si et seulement si toute combi-
naison linéaire de ses composantes est une variable aléatoire gaussienne c’est-
a-dire que pour tout a € RN, la variable aléatoire Y := (a, X) = Z]kvzl ak Xk

est gaussienne.

Proposition 2.1 Soit X', .-, XN des variables aléatoires gaussiennes indé-

pendantes. Alors le vecteur (X1, -+, XN) est un vecteur gaussien.

Preuve. La démonstration utilise 'injectivité de la fonction caractéristique,

cf. section pour les détails. D’aprés la définition d’un vecteur gaussien,



2.1. PROCESSUS STOCHASTIQUES EN TEMPS CONTINU 29

il suffit de montrer que la variable aléatoire Y := (a, X) = SN  a*XF* est
une variable aléatoire gaussienne pour tout a € RY . Notons my, = E[X*],
o2 = var(X*). Alors

Dya() = E[e/6F)] = E[ef Znmr €4X") = BT, 6 X

XPF indépendantes N i€ap X N . 520']%@%
IT— Ele )= 1 exp | igarmy, — e
k=1

N N
= exp (2{(2 apmi) — W) 7
k=1

qui est la fonction caractéristique d’une variable aléatoire de loi gaussienne de
moyenne (Y5 apmy) et variance (30, o7a?). Par Iinjectivité de la fonction

caractéristique Y* est une v.a. gaussienne. Il

Proposition 2.2 Si X := (X!,---  X") est un vecteur gaussien alors sa

fonction caractéristique vaut :
) 1
Bx: €€ RY o exp (6 BLX) - (6 Kxo))

ot Kx est la matrice de covariance de X .

Preuve. D’aprés la définition d’un vecteur gaussien, pour tout ¢ € RV la

variable aléatoire I | £, X* est une variable aléatoire gaussienne. Donc

B (I)lec\f:l Eka(l
N 12 N

= exp (Zl E [Z & X ] - Evar (Z fk,Xk>>
k=1 k=1
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Théoréme 2.1 Soit X := (X',---, XN) un vecteur gaussien. Ses compo-

santes sont indépendantes si et seulement si elles sont non corrélées.

Preuve. La preuve de « indépendance implique corrélation zéro » est im-
médiate. Supposons maintenant que les composantes X* sont non corrélées.

Alors la matrice Kx est diagonale. Par la proposition précédente

®x(§) = exp ({6, EIX) — 56, Kx€))
Kx= diagonale . al k 1 N 2 k
——————=c¢xp | i Z SE[XT] ) — B kavar(X )
k=1 k=1
= ﬁ exp (szE[Xk] _ 5,%11&7;()@))
k=1
N
k=1

ce qui implique, via la proposition page I'indépendance des compo-
santes du vecteur X. ]

Définition 2.6 (Processus gaussien) Soit X : {X;,t > 0} un processus
stochastique défini sur l’espace de probabilité (0, F,P). Le processus X est
dit gaussien si pour tout N € N et pour tous tg < --- ,tny € Ry, le vecteur

(Xtg, -+, Xty) est gaussien.

Si X est un processus gaussien, alors (par la proposition sa loi est
complétement caractérisé par sa fonction moyenne ex : ¢ +— E[X;] et par
Popérateur covariance Ky : (s,t) — cov(Xg, Xy). Quelques exemples :

— le mouvement brownien issu de zéro (il sera étudié plus tard) est un
processus gaussien B = {By, t > 0} a trajectoires continues dont la
fonction moyennes ep et 'opérateur de covariance K g sont donnés par
ep(t) =0 et Kp(s,t) =min(s,t),

— le pont brownien est un processus gaussien II = {II;,¢ € [0,1]} & tra-

jectoires continues vérifiant erp(t) = 0 et Ky(t,s) = min(s,t) — st.
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2.2 Martingales en temps continu

Définition 2.7 (F-martingale en temps continu) Soit M = {M,;,t > 0}
un processus stochastique adapté défini sur l'espace de probabilité (2, F,P)
muni de la filtration F. On dit que M est une martingale si :

1. pour tout t > 0 la vartable aléatoire M; est intégrable;

2. pour tout t > s > 0, E[M|Fs] = M.

Lorsque d la place du point[3 le processus My vérifie Vs <t : My < E(M|Fy)
(resp. Vs < t : Mg > E(M|Fs)) le processus M est appelé sous-martingale

(resp. sur-martingale).

Intuition 2.2.1 Si on considére un jeu ou l'on gagne M d tout instant
t et on se pose la question de comparer l’espérance de gain a linstant
t sachant qu’a linstant présent s < t le gain est de Mg alors une mar-
tingale est un jeu équitable, une sur-martingale un jeu perdant et une

sous-martingale un jeu gagnant.

Définition 2.8 (Temps d’arrét) Soit F = {F;,t > 0} une filtration. Une
variable aléatoire T : ) — Ry U{+o0} est un temps d’arrét si pour tout t > 0

{Tgt} € F;.

Définition 2.9 (F-martingale locale en temps continu) Soit un proces-
sus stochastique adapté M = {M;,t > 0} défini sur l'espace de probabilité
(Q, F,P) muni de la filtration F. Le processus M est dit martingale locale s’il

existe une suite strictement croissante de temps d’arrét (T),)n,>1 telle que :
1. la suite T,, converge presque sturement vers +oo ;

2. pour tout n > 0 le processus M := {MtT” = Mynp,, n > 0} est une

martingale.

Proposition 2.3 Soit M = {M;,t > 0} une martingale définie sur l’espace
de probabilité (2, F,P) muni de la filtration F. Soit ® : R — R une application
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conveze telle que pour tout t > 0, la v.a. (M) est intégrable. On définit le
processus M® par : MY := ®(M,), t > 0.

1. M® est une sous-martingale sur (Q, F,P;F) ;

2. si M est seulement sous-martingale mais ® est croissante alors M® est

également une sous-martingale.

Preuve. Il faut utiliser 'inégalité de Jensen pour les espérances condition-

nelles, cf. section proposition point [9] page [192] O

Le résultat de la proposition [A.7 page[194] valable pour les sous-martingales
en temps discret peut étre étendu aux sous-martingales (donc, en particulier,
aux martingales) a trajectoires continues. En fait il suffit d’avoir des processus
avec des trajectoires « cadlag » (continues a droite avec limite & gauche cf. [15]).

Nous obtenons :

Proposition 2.4 (Inégalité maximale de Doob) Soit M = {M;,t > 0}
une sous-martingale définie sur l’espace de probabilité (2, F,P) muni de la
filtration F. On suppose que M est a trajectoires continues. Alors pour tout
0<7<Tettout \>0ona

AP My >\ < E||Mr|l1 < E||Mrp|].

Technique importante 2.2.1 Le résultat est démontré dans [’appen-
dice pour le cas du temps discret. Pour passer au temps continu nous
allons utiliser l’ensemble (dénombrable) des temps rationnels et utiliser

la continuité pour les autres temps.

Preuve. On note D lensemble dénombrable D := ([7, 7] N Q) U {T'}.
1. Dans un premier temps, on montre que supye( 7] Ms = supsep Ms. Comme
D C [r,T], il est clair que supyep, ) Ms > supgep Ms. Soit ¢ € [1,T] et

w € Q quelconques mais fixés. On peut se donner une suite s, € D telle
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que s, — t. Alors sup,cp Ms(w) > M, (w) pour tout n. Par passage a la li-
mite et continuité de la trajectoire on obtient sup,cp Ms(w) > Mi(w). Comme
ceci a lieu pour ¢ et w arbitraires on obtient sup,ep Ms(w) > supyepr ) Mi(w)
ce qui conduit a ’égalité annoncée.

2. Il est possible de considérer une suite d’ensembles finis (F},)n>0 tels que

F, CF,y1 CD, T=maxF, pourtout n, et UF =D.
n

La proposition appliquée a la sous-martingale {Mj, s € F,,} donne :

. <sseuFI:L M= A) = [|MT|1{Supsan MSZ’\}} =E DMTH{S“PSE[T,T] Msz’\}}

Or, comme la suite des ensembles Fj, est croissante :

P (sup M > /\> =P (U{ sup M, > A})

seD n SGFn

n—00 seF,

= lim ]P’(sup Msz)\>.

On conclut alors que :

AP <sup Mg > /\> = lim AP (sup Mg > A)

s€D n—00 sE€F,

IN

E [|MT’1{supS€[T1T1 MSZA}} )

Le résultat suivant est une conséquence de la proposition )

Proposition 2.5 (Inégalité de Doob II) Soit M wune martingale définie
sur Uespace de probabilité (2, F,P) muni de la filtration F. On suppose que M

est a trajectoires continues. Alors pour tout 0 <7 <T etp>1 ona

P p \? )
()] = e
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Preuve. Notons M* :=supc.p |[Ms|. Soit L un réel positif

E[(M*ALY] = E e NWLN = E : A1 dX
[( ] A p P {(M*>2}
L
_ /p)\p_llP’(M*z)\)d)\
0

ou la derniére égalité découle du théoreme de Fubini. Maintenant, en appli-

quant la proposition a la sous-martingale |M| on obtient :
L
E[(M*ALY] < / PN 2] My |1 (35 ]dA
0 >
L 2
= E /O p)\p— |MT‘1{M*Z)\}CZ>\
LAM*
_E / PAP=2| M| dA
0
_ p *\p—1
= o 4E [|Mr|(L A M
En appliquant I'inégalité de Holder :
E || Mr|(LA MY < (B[MrP)Y? (B [(L A M*)P)EDP.

Il en résulte que E[(M* A L)P] < (%)pﬂﬂ [|Mr|P]. Enfin, en faisant tendre L
vers 400 et par un argument de convergence monotone (voir proposition
point page [190) on obtient 'inégalité voulue. O

Intuition 2.2.2 Les inégalités précédentes sont utiles pour obtenir des
informations sur le comportement de TOUTE la trajectoire d’une sous-

martingale (My)i>0 en utilisant seulement les valeurs de My au temps
final T
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2.3 Mouvement brownien

2.3.1 Définition et premieres propriétés

Définition 2.10 (mouvement brownien réel) Soit B = {B;,t > 0} un
processus défini sur 'espace de probabilité (Q, F,P) muni de la filtration na-

turelle (complétée) du processus B, filtration notée F tel que :
1. B est un processus a trajectoires continues ;

2. B est un processus a accroissements indépendants, c’est-a-dire que pour

tous 0 < s <t la variable aléatoire By — Bs est indépendante de Fy;

3. pour tous 0 < s < t la variable aléatoire By — By suit la loi normale
N(0,t —s).
Si de plus By = 0 (respectivement By # 0), on dit que B est un mouvement
brownien standard (respectivement non-standard).
Quand la filtration F est donnée a priori, un processus F-adapté qui vérifie

les conditions ci-dessus est dit F-mouvement brownien.

Dans tout ce qui suit, sauf mention explicite du contraire nous supposerons
By =0.

Théoréme 2.2 Le mouvement brownien existe.

Preuve. Résultat admis ; la démonstration peut étre consultée en entier dans

les références. Une question non-triviale est la continuité des trajectoires, voir

le théoreme (Section page [197)). O

Remarque 2.1 Le mouvement brownien est un processus d accroissements

stationnaires.

Proposition 2.6 1. Soit B = {By, t > 0} un F-mouvement brownien
sur lespace de probabilité filtré (0, F,P;F). Alors B est un processus
gaussien de fonction moyenne eg(t) = 0 et d’opérateur de covariance
Kp(s,t) = min(s,t).

2. Soit B un processus gaussien continu de fonction moyenne eg(t) = 0
et d’opérateur de covariance Kg(s,t) = min(s,t) et avec By = 0. Alors

B est un mouvement brownien standard.
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Preuve. Pour le point [I] voir aussi I'exercice [2.6] page [69] Pour le point [2] la
plupart des propriétés s’obtiennent immédiatement. L’indépendance de 'ac-
croissement By — B, par rapport a Fg est une conséquence du caracteére gaus-

sien, du théoréme de type classe monotone [A-3] et du corollaire O

Proposition 2.7 Soit B un mouvement brownien standard et A € R une

constante. Chacun des processus suivants est une martingale :
() : {Bi, t2 0}, (i) : (B2 —t, t>0}, (iil) : (P02 ¢ >0}

Preuve. Voir exercice page O

Proposition 2.8 (Caractérisation de Lévy du mouvement brownien)
Soit M = {M;,t > 0} une martingale continue vérifiant My = 0 telle que
{M? —t,t > 0} est aussi une martingale. Alors M est un mouvement brow-

nien.
Preuve. Admis; pour un cas particulier voir I’exercice page O

Proposition 2.9 Soit B un mouvement brownien standard. Soient T et A
deux constantes positives données. Ces processus sont des mouvements brow-

niens.
1. B= :={=By, t >0} : c’est la propriété de symétrie.
2. BT .= {Bp,; — By, t > 0} : c’est la propriété d’invariance par trans-
lation.
3. B®* = {%BM, t >0} : c’est la propriété d’auto-similarité .

4. BY:= {tBl/t, t> 0} : c’est la propriété d’inversion du temps.

Preuve. Ces différentes propriétés sont relativement faciles a obtenir (par la
définition ou, mieux encore, par application de la proposition . Le point
le plus délicat concerne la propriétés d’inversion du temps ou, pour vérifier
la continuité de la trajectoire du processus B<, il faut établir que P — p.s.
limp\0tBy/; = 0. Ceci est une conséquence de la propriété énoncée dans la
proposition suivante, laquelle est obtenue grace a la propriété de martingale

du mouvement brownien B. O
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@ Mise en garde 2.3.1 Il faut faire attention dans la définition des
filtrations. Par exemple pour l'auto-similarité la filtration naturelle asso-
ciée & B® est la filtration suivante (FE)i>0 = (Far)izo ot (Fi)eso et la

filtration du brownien By.

Dans les quatre propositions qui suivent nous nous intéressons aux pro-

priétés des trajectoires du mouvement brownien.

Proposition 2.10 Soit B un mouvement brownien standard. Alors, pour tout
e>0:

By

tli}go t%ﬁ = 0 y P— p.S.
Preuve. Nous rappelons que |B| = {|By|,t > 0} est une sous-martingale.

Soit

An:{wEQ

max |Bt| > (Qn)1/2+5/2} ]
te[2n 2n+1]

Par I'inégalité de Doob (proposition page pour A = (27)1/2+¢/2 et en
tenant compte du fait que |B;| a la méme loi que v/t|A(0,1)| il existe une
constante Cy dépendant seulement de la distribution de la loi normale telle

que :

(2”)1/2+€/2P(An) < 00(2n+1)1/2,

ou encore P(4,) < (gﬁ){/%. Mais alors pour D,, = Up>mnA, il existe une

constante Cy telle que

Cov/2 C
P(Dm) < > (22)5/2 - (2&/21)m'

n>m

Donc P(D,,) — 0 pour m — oo; par ailleurs D,, est une suite décrois-

sante. Ainsi, pour presque tout w € €, il existe my, tel que w ¢ Dy, ;
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ceci est équivalent a dire que w ¢ A, pour tout n > m,. Par conséquent
maxXcon ont1] [By| < (27)1/2+e/2 yn > m,,. Ceci implique que pour tout
t > 2™ on a |B;| < (27)1/2+€/2 < ¢1/2+2/2 Nous obtenons donc Bl <1

{1/2+e/2
pour tout ¢t > 2. Ceci montre que tl'g’ﬂs < t€1/2 pour tout ¢t > 2™« donc
. B
lims_, o0 tll/;‘rg =0. ]

@ Mise en garde 2.3.2 La v.a. By est de loi VtN(0,1) (ici N(0,1)

iy . T B .
désigne une variable normale centrée réduite). Donc tljgﬂ est de loi

%N(O,l), et devrait étre de plus en plus petit dans la limite t — o0.

Mais la loi de 5}5‘12 ne donne que des informations a un temps fixé et
ne nous renseigne pas sur le comportement des trajectoires qui elles, dé-
crivent justement [’évolution par rapport au temps. Il faut donc chercher

une autre idée.

Technique importante 2.3.1 Notons que si w est tel que ﬁ;% ne

converge pas vers 0 alors on peut trouver une suite t,(w) telle que

Btn(w) (w>
7571(("})1/2—1—8/2 =

Proposition 2.11 (Récurrence du mouvement brownien)
Soit B = (B¢)t>0 un mouvement brownien. Alors pour tout T' > 0 et pour tout
reR:
P(3s>T,Bs=xz) = 1.
Preuve. C’est 'objet de I'exercice [2.9) page 69 O

Soit B un mouvement brownien. On note

B*(w) := sup By(w) et By(w) := inf Bi(w) .

t>0 t>0

Il n’est pas évident que B* et B, sont des variables aléatoires car d’apres leurs

définitions elles sont le supremum et 'infimum d’une famille non-dénombrable
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de variables aléatoires. Cependant, la continuité des trajectoires du mouvement

brownien permet d’écrire que

B*(w) := sup Bi(w) et By(w) := inf Bi(w).
@) tZO,tI;Q ) «(w) 1>0.t€Q t(w)

Or le supremum et 'infimum d’une famille dénombrable de variables aléatoires

est une variable aléatoire. Donc, B* et B, sont bien des variables aléatoires.

Proposition 2.12 Soit B un mouvement brownien, alors :

P (inth = oo) =1 e P <suth = +oo> =1.
>0

>0

Preuve. Ce résultat est établi dans l'exercice [2.9] page O

Proposition 2.13 Le mouvement brownien est nulle-part dérivable (da un en-

semble P-négligeable pres).

Preuve. C’est I'objet de ’exercice page O

2.3.2 Mouvement brownien multi-dimensionnel

Définition 2.11 Soit F une filtration donnée. Un processus d valeurs dans
RY noté By = (B}, ..., Bi)>0 est appelé F-mouvement brownien standard a
d dimensions ou d-dimensionnel si et seulement si les composantes Bf de B

sont des F-mouvements browniens standard indépendants.

2.3.3 Variation d’ordre p

Soit ¢ > 0 un réel donné et A := {tp =0 < t; < --- < t, = t} une
subdivision de I'intervalle [0,¢]. On appelle module de la subdivision A et on
note |A| la quantité |A| := sup, |t; —t;—1|. Pour une fonction g et un réel p > 1

on note

V(9. 8) =3 lglt) — gt )P (2.1)
=1
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Définition 2.12 Soit T € Ry U {+o0}. On dit que la fonction g : [0,T] — R
est a variation d’ordre p finie si pour tout 0 <t <T :supp Vt(p) (g,A) < 0.
La fonction t — V;(p) (9) := lima 50 V;(p) (g,A) < oo est appelée variation
totale d’ordre p de g. Elle est positive et croissante. St limy_, o Vt(p) (9) < o0,

on dit que g est de variation d’ordre p bornée.

Notons que la définition ci-dessus ne dépend pas de la sous-suite utilisée pour

la lim. Dans le reste de ce paragraphe nous allons nous intéresser aux cas

p =1 : la variation d’ordre 1 d’une fonction g est appelée variation totale
de la fonction g, et on note V(g) := V(M (g).
p =2 : la variation d’ordre 2 d’une fonction g est appelée variation qua-

dratique de la fonction g.

Soit X = {X;, t > 0} un processus stochastique défini sur (2, F,P). Nous

pouvons définir pour chaque trajectoire ¢ — Xy(w) sa variation d’ordre p.

Proposition 2.14 (Variation quadratique du mouvement brownien)
Soit B un mouvement brownien sur l’espace de probabilité (Q, F,P). Alors,

pour tout t > 0

: (2) 2]
‘il‘rgoE[m (B,A)—tP] = o.

2
Ceci peut s’écrire encore V;(z)(B,A) |AL|—>0 t. On dit que la variation qua-
%

dratique sur [0,t] du mouvement brownien existe dans L* et Vt(2)(B) = t.

Intuition 2.3.1 La variation quadratique somme les carrés des oscilla-
tions du mouvement brownien. Lorsque [’intervalle du temps devient de
plus en plus petit nous obtenons une somme d’incréments indépendants

QUZ convergera donc vers sa moyenne.
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Preuve. Soit A = {tx =0 < --- < t, = t} une subdivision de 'intervalle
[0,t], on a

E[V?(B,4)] = lzn: (B, — By, ]

I

@
Il
—_

E |:(Bti - Bti71)2j|

I
M=

(ti —ti1) =t .
1

<.
I

Notons & = (B, — Bt,_,)* — (ti — ti—1). Les v.a. & sont indépendantes et
de moyenne nulle. Par ailleurs la loi de & est (t; — t;_1)(N(0,1)? — 1) donc
E[¢2] = 2(t; — t;—1)? (voir I'exercice page . Donc

2]
Y
ce qui, en tenant compte de 'indépendance des variables &;, permet d’écrire

E|[V?(B,A) ~ 12| = S, E |&[*] ou encore,

n

> &

i=1

E[[V?(B,A) 1] =E [

n

E[[V2(B,a)—tP] = 23 (i —tia)?

=1
< 2JAD (ti —ti1)
= 24A|

ce qui montre la convergence dans L? de Vt(Q)(B, A) vers t lorsque |A] tend

vers zéro. O

Remarque 2.2 La convergence d’une suite de variables aléatoires dans L?
implique la convergence de cette suite en probabilité. Par conséquent, pour tout
e >0 onalimp,oP (H/;(Q)(B,A) —t| > 5) = 0. Consulter la section |A.4

page pour des rappels concernant la convergence des variables aléatoires

et les relations entre les différents types de convergence.
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Proposition 2.15 (Variation totale du mouvement brownien) Soit B
un mouvement brownien défini sur l’espace de probabilité (0, F,P). Alors, pour
t > 0, les trajectoires de B sont, presque surement, a variation totale infinie
sur [0, t].

Preuve. On vient de voir que ‘/;(2) (B, A) converge vers t en probabilité. Or
de toute suite qui converge en probabilité on peut extraire une sous-suite qui
converge presque slirement. On considére donc une suite de subdivisions de
[0,2], A = {t§ <--- < th, =1}, k > 1 telle que

lim |[A* =0 et lim V;(Q)(B,Ak) =t P—p.s.
k—o0 k—o0
Par définition de V;(Q)(B, AF), on a

2

i—1

Nk
v&(B,a%) = 3 |By - By
=1

IA

Nk
3 suw{|By By [} |By ~ Ba

i—1

= Zleuka {‘Btf a Btf_l‘} V;ﬁ(l)(B’ AF).

L’uniforme continuité des trajectoires du mouvement brownien sur l'intervalle

[0,¢] implique que limg_,, Sup {‘Btz_c — By ) ’} = 0 presque siirement. Donc
i i i—

(2) B Ak
Vi(B) > lim Vi (B, A7)

= P — p.s.
T k—doo sgp{‘Btf—Bti } e b

1

ce qui termine la preuve. ]

Remarque 2.3 Soit g une fonction dérivable sur l'intervalle [0,t] de dérivée
g’ bornée. Clairement Vi(g) = [i|g'|(s)ds < oo, ainsi g est nécessairement
de variation finie. La proposition [2.15 nous dit donc que presque sirement,
les trajectoires de B sur [0,t] n’admettent pas de dérivée bornée. En réalité,
on peut monter un résultat encore plus fort : les trajectoires du mouvement

brownien sont nulle-part dérivables, cf. la proposition page [39
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Remarque 2.4 La variation totale d’une fonction g sur l'intervalle de temps
[0,] est lice a la longueur de la courbe représentative de g, Cq4. Plus précisé-
ment, elle mesure la longueur de la projection sur l'axe des ordomnées de la
trajectoire parcourue par g entre Uinstant 0 et linstant t. La proposition
nous informe que la longueur du chemin parcouru par un mouvement brownien

entre la date 0 et la date t est presque surement infinie !

Dans le Tableau est présenté un résumé des conclusions obtenues jus-
qu’ici concernant les variations d’ordre 1 et 2; en particulier, pour montrer
que la variation d’ordre 2 d’une fonction C' est nulle, on utilise le méme type
de majoration que dans la proposition La variation d’ordre p est donc

une mesure de la régularité d’une fonction.

Variation/régularité | Variation d’ordre 1 | Variation d’ordre 2
fonction C* < 00 0
mvt. brownien 00 < oo (=1)

Tableau 2.1 — Variations d’ordre 1 et 2 des objets usuels.

Définition 2.13 Un processus X est dit a variation quadratique finie s’il
existe un processus fini (X); tel que pour toute suite de divisions A™ avec
|A™ — 0 :

P— lim V2 (X, A") = (X),.

1l s’agit donc d’une convergence en probabilité. Pour deux processus X,Y a

variation quadratique finie nous notons

(X +Y) — (X)) — <Y>t'

<X7Y>t = 9

Cette quantité est appelée covariation quadratique et (X, X); = (X):.
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@ Mise en garde 2.3.3 La définition précédente n’est pas équivalente
a dire que P — p.s. la variation quadratique classique Vt(2)(X(-,w)) de la
fonction s — X (s,w) est égale a (X)i(w); il se peut méme que P — p.s.
w € ) nous ayons Vt(2) (X (t,w)) = 00, comme c’est d’ailleurs le cas pour
le mouvement brownien (voir [15] page 28).

Ceci n’est pas en contradiction avec le résultat démontré : effecti-
vement nous avons démontré que 1/;(2)(3(~,w)) converge en L? wvers t
pour des divisions A arbitraires avec |A| — 0; mais cette convergence
n’entraine pas une convergence ponctuelle donc ‘/;(2)(3(-, w)) ne converge
peut-étre pas vers t, voir aussi la remarque page . Par contre on
peut extraire une suite de divisions A\, telle que Vt(Q) (B(-,w),Ay) =2 t
pour tout w € ). Cependant comme la variation quadratique est la limite
supérieure sur toutes les divisions (pas seulement les divisions A, ) nous
obtenons seulement que

VA(B(,w)) > Im V,P(B(,w),A) > lim VP(B(,w),A,) =t

~1Al=0 n—00

donc nous n’aurons pas forcement Vt(Q) (B(-,w)) =t pour tout w € Q.

Le résultat suivant est di a Paul Lévy. Il est intéressant de le comparer a la

proposition [2.8] page [36]

Proposition 2.16 (Caractérisation du mouvement brownien) Soit M
une martingale continue avec My = 0 telle que (M); =t. Alors M = (M;)>0

est un mouvement brownien.

Preuve. Voir exercice page [76] O

2.4 Intégrale d’Ito

. <t N .
Dans cette section, on donne un sens a « [y f(s)dBs » ot f est une fonction

vérifiant certaines propriétés et B est un F-mouvement brownien standard
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défini sur l’espace de probabilité filtré (Q, F,P;F). Au paragraphe on
explique comment et pour quelles fonctions déterministes f et g llntegrale
de Stieltjes « fg f(s)dg(s) » est définie. Nous verrons que cela requiert des
conditions sur g que les trajectoires du mouvement brownien ne vérifient pas.
Ainsi, cette premiere approche, celle qui semble la plus naturelle, est sans issue.
Cela nous obligera a développer a partir du paragraphe une approche

différente pour construire l'intégrale d’It6.

2.4.1 Fonction a variation bornée et intégrale de Stieltjes

Proposition 2.17 Soit ¢ une fonction continue et croissante. On peut as-

socier d ¢ une mesure [is définie sur l’ensemble des boréliens de Ry en po-

sant : pg([0,4]) = B(t) — $(0).

Preuve. Résultat admis. Le lecteur peut se référer a [2]. O

Proposition 2.18 Soit g une fonction continue a variation (d’ordre 1) fi-

nie. Alors, il existe deux fonctions croissantes et continues gy et g_ telles

que : g(t) = g+ (t) — g (t).

Preuve. Il suffit de prendre g+ = (Vi(9) + 9)/2 et g— = (Vi(9) — 9)/2. O

Nous voyons donc que si g est continue et a variation finie nous pouvons

définir pour toute fonction mesurable et bornée f les intégrales

/Otf )dg-+(s / f(s)dug, (s) et /Otf(s)dg_(s) = /Otf(g)dug(s)

Ainsi, pour la fonction continue et a variation finie g, 'intégrale de Stieltjes

de f par rapport aux variations de g est définie comme étant

[ $6)sts) = [ $5)doi ()~ [ #s)dg-(
= [ g 6) = [ F6)a(



46 CHAPITRE 2. MOUVEMENT BROWNIEN ET CALCUL D’ITO

On vérifie de plus que

/Otf(S)dg(S) = lim Y £() Lg(t) — 9(tia)} (2.2)

|A|—0 <
(2

= lim ti— t;) —g(ti-1)} -
|A\H02i:f( i—1){9(ti) — g(ti-1)}
Soit A :={A;, t >0} et H := {H;, t > 0} deux processus stochastiques
définis sur I'espace de probabilité (€2, F,P). On suppose que les trajectoires de
A sont & variations finies. On suppose de plus que H est mesurable et borné.

Dans ce cas, on peut clairement définir pour chaque w l'intégrale

/O' " HL(w)dAL(w).

Intuition 2.4.1 Si A est un mouvement brownien alors ses trajectoires
ont une variation totale infinie sur [0,t]. Il n’est donc pas possible de défi-
nir l’intégrale fot HydBs « trajectoire par trajectoire » comme une intégrale
de Stieltjes. Cependant le fait que la variation quadratique du mouvement

brownien existe dans L? nous incite & travailler dans cet espace.

Pour en savoir plus 2.4.1 D’une maniére générale, l'intégrale [ fdg
peut étre définie pour des fonctions f,g ayant respectivement des varia-
tions d’ordre p et q finies avec 1/p+1/q > 1 (voir [4, 18,19, [16]).

2.4.2 Intégration des processus élémentaires

Dans toute la suite, on fixe un horizon de temps 7' > 0. On s’intéressera

aux trajectoires des processus considérés seulement sur [0, 7.

Définition 2.14 (Processus élémentaire) Un processus H := {Hy, t > 0}
d valeurs dans R et défini sur l’espace de probabilité filtré (0, F,P;F) est appelé
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élémentaire s’il peut s’écrire comme :
Hy(w) = 3 0: @)1y, 4.V €10, 7], (2.3)
i=1

ot {tg < -+ < tn =T} est une subdivision de [0,T] et (6;)o<i<n est une suite
de variables aléatoires telles que 0; est Fy,_,-mesurable et la v.a. sup; |6;| est
bornée. Dans toute la suite on note € := E(Q, F,P;F) U'ensemble des processus

élémentaires définis sur l’espace de probabilité filtré (Q, F,P;F).

On commence par définir I'intégrale stochastique pour les processus élémen-

taires.

Définition 2.15 (Intégrale stochastique I) Soit H € £(Q, F,P;F) un pro-
cessus €lémentaire et 0; les variables qui interviennent dans . L’intégrale
stochastique de H contre le mouvement brownien entre la date 0 et la date
t <T, notée f(f H,dB, est définie par

t n
/0 H,dB, := Z 0; (Bt/\ti - Bt/\ti—l)
i=1

Pour 0 <s<t<T, on pose

t t s
/ H,dB, ::/ H,dB, —/ H,dB,
s 0 0

Remarque 2.5 Notons que si k est Uentier tel que t €]t, tx+1], alors
t k
/O H,dB, = Zei (Bti - Bti—1) + 0k+1 (Bt - Btk)
i=1
k
= ZHti (Bti - Bti—l) + Ht (Bt - Btk) .
i=1

En particulier : fg 1dB,, = B;.
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Intuition 2.4.2 Comparer cette définition avec lillustration dans la Fi-

gure page [3 (voir aussi UIntuition . L’intégrale ainsi définie
permettra de calculer le gain de toute stratégie élémentaire.

Proposition 2.19 L’intégrale stochastique du processus élémentaire H contre

le mouvement brownien vérifie :

1. Le processus { [y HydBy, 0 < t < T} est F- adapté et a trajectoires

continues ;

2. Le processus { [y H,dB,, 0 <t < T} est une F-martingale qui démarre
a 2€ro;

3. Le processus {fot H,dB,, 0 <t <T} vérifie la propriété d’isométrie :

El(/otHudBu)Q] = E{/Otﬂgdu];

4. Si K est un processus élémentaire, alors

t T min(¢,7)
([ man) ([ wam)|7) = | [ s 7).

2
5. Le processus donné par {(fg HudBu> — [{H2du, 0<t < T} est une

F-martingale qui démarre a zéro.

Preuve. Le point (1| : par définition, fg H,dB, est la somme de variables
aléatoires qui sont toutes Fi-mesurables, donc c’est une variable aléatoire JFi-
mesurable. La continuité des trajectoires du mouvement brownien permet aussi

de vérifier que le processus ( fg HudBu)t est a trajectoires continues.

Le point [2] : chacune des variables aléatoires 6; est de carré intégrable tout
comme les accroissements du mouvement brownien. Alors, d’apres de 'inéga-
lité de Cauchy-Schwartz, E[|0; (B at—Bt,_,at)|] < 0o pour tout i, ce qui permet

de conclure que pour tout ¢ < T la variable aléatoire fg H,dB, est intégrable.
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Soit 0 < s <t et ks 'unique entier tel que s €]ty , tg.+1]. On a

t
E [/ H,dB, .7-"51
0

~E i 0: (Bi, = By, )| Fo| +E [0ko1 (Buniy oy — Bu, ) 7]
=

L Fs—mesurables

fs] _E [Z 6: (Bont, — Bine.. )
=1

+ E Z E 91 (Bt/\ti - Bt/\tifl) ‘Fti,1 ‘FS
imkot2 | o x

SV

ks

= 0: (Bt = Biy) + 0, +1E [ (Biniy, o1 — B, ) 155]
=1

n
+E Z 0; E [(Bint; — Bentsy) [Ft1 ]| Fs
i—ks+2

=0
ks

=3 0:(Bi— Bi) + Ok41 (B — By, ) = /0 H,dBs;.
=1

Le point : soit ¢ € [0,T]; en posant I = E[( [y H,dB,)?] on a

n 2 n
I=E (Z 91 (Bt/\ti - Bt/\til)> =K [Z 03 (Bt/\ti - Bt/\ti,1)2 + A
i=1 i=1
ou
A = 2 Z E {91"9]‘ (Bt/\ti - Bt/\ti,l) (Bt/\tj - Bt/\tj,l)}

1<i<j<n

= 2 Z E |E | 0; (Biat;, — Bint, 1) 95 (Bt/\tj — Bt/\tj,l) Fi;_y

1<i<j<n

]:ij— 1 mesurable

= E |6; (Biat, — Bint, 1) O, E [(Bt/\tj - BtAtj_l) ‘-7:1:]-_1} =0.

=0, car (Bunt)u>0 martingale,
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Ainsi

El(/otHudBu)Q] = E[zn:

— E[i@?(t/\ti—t/\til)] :E</0tH3du).

ez'QE |:(Bt/\ti - Bt/\tz‘71)2 |fti1:|‘|

Le point [4] : Soit d’abord le cas t = 7 et K = H. Si s €]ty, tx+1] alors :

t n
/ HydB, := Y 6 (Bma—Bmﬂ)v
S i=k+1

avec ty := s, ty := ty pour £ > k. Comme précédemment :

E l(/: HudBu>2

=F { N —tAtiy)

i=k+1

E

fs] B
i=k-+1

FS}
t
Fi| =E U H2du

Pour la suite : traiter d’abord le cas 7 = t mais K # H et utiliser I'identité

zn: 91’2 (Bt/\E o Bt/\ti—1)2| ]:ti_1]

7).

polaire pour un produit scalaire
2E[XY|Fs] = E[(X + Y)?|Fs] — E[X* + YV?|F].

Pour ¢t < 7 conditionner d’abord par F;.

Le point [5| : c’est une conséquence, apres calculs, du point précédent. O

Proposition 2.20 (Variation quadratique I) Soit H un processus élémen-

taire. La variation quadratique de la martingale (fg HudBu)t>0 est donnée par

( /O HudB.) = /0 " H2du. (2.4)

Si K est un processus élémentaire, la covariation quadratique entre les deux
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martingales (fot HudBu)t et (fg K“dB“)t est donnée par

/H dBu,/ K,dB,) / H, K, du. (2.5)

Preuve. Il suffit de montrer que la variation quadratique d’un processus
élémentaire H est donnée par , découlant alors de la définition méme
de la covariation quadratique. Soit A = {t§* =0,--- ,#4& =t} une subdivision
de l'intervalle [0,¢]. Nous supposons que les points t; (qui interviennent dans

la définition du processus élémentaire H) font partie de la division A ; alors

te th
/0 H,dB, — /O H,dB, = Hys (B = Bia ).

Donc N
: 2
2) </0 HudBu,A) = Z HtZkA (BtkA - BtkA.,l) .

k=1

Nous obtenons alors, en posant Aty := tkA — t,f_l et ABy := BtkA - BtkA

er(d) = E [(Vt@ (/0 HudBu,A> _ /Ot Hgdu>21

N 2
= [(Z " (AB},)? HfAAtk>
k

_ kaquZ]E{( (ABy)? _kaAAtkﬂ

k#q
oi fit, = E[(HA(ABL) — HAM) (HA(AB,) - HiuA, ).

Notons que si k < ¢ alors

16y = E[(HAABY? - HAA) E[(HA(AB)? — HaAL) [Fa ]

= E|(HA(ABY)? — HAAL,) | HAE [(AB,)?| ~HAAL, | | = 0.
k k q q
=At,



52 CHAPITRE 2. MOUVEMENT BROWNIEN ET CALCUL D’ITO

Ainsi,

N 9 N
err(A) = ZE[(kaA(ABk)tkaAAtk) ] < 3 2(At)2C(1 + EBY)
k=1 k=1
< 8tC A,

ou C est un réel strictement positif tel que le processus élémentaire H soit
borné par C' : supy |Hy, | < C. En conclusion lima|_, err(A) = 0.

D’une maniere plus générale soit A 1a division obtenue en ajoutant a A les
points tx ; les quantités Vt@)(fo' H,dBy,,A) et Vt(Q)(fd H,dB,,A) different tout

au plus localement autour de chaque point ¢, £ = 1,...,n; un calcul direct

. . N2
E[Vt@) ( / HudBu,A> B VA ( / HudBu,Aﬂ
0 0

est majorée par (3n)2C*|AJ? donc tend vers zéro lorsque |A| — 0. O

montre que

2.4.3 Intégration des processus de L*([0,T])

On consideére I'ensemble £2(Q, F,P;TF;[0,7]) noté plus simplement £2([0, 7))

défini par :
T
EV Hﬁdu} <oo}.
0

On désigne par M?(Q2, F,P;F;[0,T]), ou plus simplement M?([0,T]), I’en-

semble des martingales de carré intégrable :

£2([0,7)) = {{Ht, 0 <t < T}, processus F-adapté

M2(0,T))={{M,, 0 <t < T} martingale |v¢ € [0, 7], E[M}] < oo }.

Proposition 2.21 La fonction : H +— /E UOT Hgdu} définit une norme sur

L2([0,T)). Elle sera notée ||H|| 2.
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Lemme 2.1 L’ensemble des processus élémentaires € est dense dans L2([0, T))
muni de la norme || - ||z2. C’est-a-dire, pour tout processus H € L2([0,T]) il

existe une suite de processus élémentaires (H™)p>1 C E telle que :

T
ni2  _ _gn)\2
Preuve. Résultat admis. Le lecteur peut se référer a [6] ou [15]. O

Théoréme 2.3 (Intégrale stochastique II) Il existe une unique applica-
tion linéaire T qui a tout processus H € L2([0,T]) associe une martingale
continue de carré intégrable Z|H] € M?>([0,T)]) vérifiant les propriétés sui-

vantes :

1. L’application L coincide avec l’intégrale stochastique des processus €élé-

mentaires :
T[H] — /0 ‘HedB, VHCEE.
2. L’application T vérifie la propriété d’isométrie :
E [I[H]?] = E [/Ot Hfds] Y H e £2([0,T)), V¢ € [0,T).

Pour H € L£2([0,T)), le processus Z[H| est appelé intégrale stochastique de H
par rapport au mouvement brownien B. On note : [y HydBy := Z[H);.

Preuve. Résultat admis. Le lecteur peut se référer a [6] ou [15]. O

Remarque 2.6 L’isométrie nous renseigne que la norme de Z[-] en tant qu’ap-
plication linéaire de £? dans M? est égale a 1. Donc en particulier il s’agit
d’une application continue et par exemple avec les notations du lemme
nous auUrons que

lim Z[H"] = Z[H].

n—oo

Ceci est utile pour calculer T|H].
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Considérons le cas particulier de I'intégrale de Wiener :

Proposition 2.22 (Intégrale de Wiener) Soit f : [0,7] — R une fonc-
tion dans L*([0,T],dx), c’est-a-dire une fonction déterministe. Le processus
{3 f(s)dBs, t € [0,T)} est appelé intégrale de Wiener et vérifie

tf(s)st ~ N0, th(S)ds .
0 0

Preuve. Voir exercice [2.19] page g

2.4.4 Intégration des processus de L([0,7])

On considere 'ensemble £(€2, F,P; F; [0, T]) noté plus simplement £([0,77)

défini par :
T
/ H2du
0

Théoréme 2.4 (Intégrale stochastique III) II existe une unique applica-

L([0,T7]) := {(Ht)UStSTa processus F-adapté

<oo]P’—p.s.}.

tion linéaire T qui a tout processus H € L([0,T]) associe un processus Z[H] a

trajectoires continues sur [0,T], vérifiant les propriétés suivantes :

1. L’application I coincide avec l'intégrale stochastique des processus €lé-
mentaires : .
T[H?]. = / HEdB,, VH® € &;
0

2. L’application T vérifie la propriété de continuité : si (H™),en est une
suite de processus élémentaires telle que fOT(HZ})Qdu —= 0 en proba-
n—oo

bilité, alors

sup (Z(H");) —— 0 en probabilité.
te[O,T}( ) s

Pour H € L([0,T1]), le processus Z[H| est appelé intégrale stochastique ou
encore intégrale d’Ité6 de H par rapport au mouvement brownien B. On note
[y HydBy := T[H];.
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Par ailleurs si H est continue et localement bornée et A™ est une suite de
subdivisions de [0,t] avec |A™ — 0 alors (propriété de sommes de Riemann-
Ito) :

t
P— lim > Hy(By,, —Btk):/0 HdB;.

n—00
tp EAT

Preuve. Résultat admis, consulter [15] [6] pour plus de détails. La propriété
des sommes de Riemann découle de la propriété de continuité de I'intégrale

stochastique. O

@ Mise en garde 2.4.1 Soit H un processus arbitraire de L([0,T]).
Le théoreme ne dit plus que son intégrale Z[H] est nécessairement

une martingale. Cette propriété est seulement assurée si H € L2([0,T]).

Pour en savoir plus 2.4.2 Sinous remplacons le mouvement brownien
par une martingale continue générale la plupart des démonstrations pré-
cédentes se généralisent avec adaptations immédiates (sous réserve de
conditions techniques). Il est ainsi possible de définir une intégrale par
rapport a des martingales continues; encore mieux, l’intégrale stochas-
tique peut étre définie aussi par rapport a des semi-martingales i.e., des
processus qui sont la somme d’une martingale (locale) et d’un processus
da variation bornée (localement).

Quelques propriétés nouvelles :
1. associativité : [§ Hsd ([ KudXy,) = 3 HiKdXs.
2. ([ HydXs), = [2 H2d(X)y.
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2.5 Calcul d’It6

Considérons un F-mouvement brownien standard B défini sur I'espace de
probabilité filtré (2, F,P;F) et un horizon de temps [0,7] ou T' > 0.

2.5.1 Processus d’Ito

Définition 2.16 (Processus d’It8) Un processus stochastique X est appelé

processus d’Ito s’il s’écrit sous la forme
t ¢
X = Xo —|—/ audu—i-/ H,dB,
0 0

ot Xo est Fo-mesurable, {ay, t € Ry} et {H;, t € Ry} sont deux processus

F-adaptés vérifiant les conditions d’intégrabilité
T T
/ lag|du < oo P—p.s. et / |Hy|*du < 0o P — p.s.
0 0

On note également sous forme différentielle : dX; = aydt + HydBy.

Remarque 2.7 La forme différentielle constitue juste une notation pour
ff dX; = Xp— X4. Le mouvement brownien n’est pas différentiable pour autant

(ce que laisserait penser le cas particulier « =0, H = 1/).

Dorénavant on notera J I’'ensemble des processus d’Itd et J2 le sous-ensemble
des processus d’'Ito, Xy = Xg + f(f o du + fg H,dB, € 7 tels que :

T
E / vy | du
0

< 0.

T
<oo et El/ |H,|*du
0

Proposition 2.23 La décomposition en processus d’Ité des éléments de J?

est unique (4 une modification pres).

Preuve. Considérons deux décompositions pour un méme processus d’Itd

dX; = a}dt + H'dB; = o?dt + H?dB;.
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u

E UOT \Hu\Qdu} < 00 et par ailleurs :

Alors pour ay, = af — a2, H, = H? — H! nous avons E [fOT \auPdu] < 00,

t t
/ o, du :/ H,dB,, Yt e [0,T)]. (2.6)
0 0

Nous savons (apres calculs) que E( [, H,dB,)r = E {fOT |Hu|2du}.
Soit A :tg =0<t; < ... <ty =T une sub-division de [0,7]. Alors

0<E [V@)(/O. aydu, A)} =E l]:z_%l (/t:k+l audu) 21
<E [Jg ((tk—i-l — tr) /t:k+l aidu)]

N—-1 that T
< |AIE lz / aidu] = |A|E l/ aidu] — 0
k=0 ti 0 |A|*)0

Donc E([; aydu)r = 0 et donc en utilisant (2.6) E( [, H,dBy,)r = 0 aussi, ce
qui entraine E [ fOT \Hu\Qdu] = 0 donc H, est identiquement nul donc a,, est

aussi. Par conséquent o' = o2, H! = H2. O

Proposition 2.24 Soit X; = Xo—l-f(f ozudu+f(f H,dB, un processus d’It6 ap-
partenant au sous ensemble J2. Alors, X est une F-martingale si et seulement

st le processus a est presque sturement nul.

Proposition 2.25 (Variation quadratique d’un processus d’It6) On a
Xy = Xo+ [laXdu+ [ HXdB, € 7 et Yy = Yo + [{ oY du+ [} HY dB, € 7

deux processus d’Ité. Alors

1. Variation quadratique de X :
t
(X)i = [ 1H P
2. La covariation quadratique de X etY est donnée par :

t
(X,Y); = / HXHY du.
0
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Preuve. Pour le premier point il faut considérer une division de taille conver-
geant vers zéro et majorer la partie a par la taille de la division, comme dans
la démonstration de la proposition (le cas @ = 0 peut étre traité en
premier si besoin). Pour les termes croisés majorer par Cauchy-Schwartz. Le
deuxiéme point est une conséquence immédiate du premier et de la définition

de la covariation quadratique. ]

2.5.2 Formule d’It6

Intuition 2.5.1 L’ezercice page [7]] montre que l'on a 'égalité sui-
vante f[;r 2B,dBs = B% — T que l'on peut aussi écrire en forme diffé-
rentielle : dB?> = 2B,dBs + ds. Nous voyons donc que la formule de
dérivation composée « habituelle » df (x) = f'(x)dx ne s’applique pas d
f(x) = 2% et x = By car le terme —T apparait. Regardons cela de plus
pres : lincrément infinitésimal entre t et t + At d’un processus d’Ité est
de lordre oAt pour la partie continue et Ht\/E/\/‘(O, 1) pour la partie
brownienne. Pour At petit c’est clairement la partie brownienne qui do-
mine. Voir aussi la figure [2.1. Faisons un petit calcul formel pour une
fonction f(x,y) et x =t, y =/t dans la limite t petit :

f V) = (0, 0>+f<0 O)xf+f(0 0)t

132f2 0% f 10%f ) 9
+5o5zt T 920 \/+282xf+(t+x/i).

Pour prendre en compte tous les termes d’ordre inférieur ou égal a t il
faut nécessairement inclure le terme 1 5 8 5 \f c’est-a-dire écrire :
of 10%f
t,Vt) = f 00+—00\f+—00 5t +o(t).
F(4VD) = 1(0.0)+ 20,0V + 50,00t + 55 bt +o(t)
C’est ce terme additionnel qui constitue la nouveauté et doit étre pris
en compte. Il provient de la non-dérivabilité du mouvement brownien qui
entraine par ailleurs la non-différentiabilité de t — f(t,\/t) en zéro et

. 2
donc la présence d’un terme d’ordre \/t et des termes /t .
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FIGURE 2.1 — Tllustration du processus d’It6 ¢ + By sur [0,7] aux différentes
échelles en temps : a gauche T'= 100, milieu : T' = 10, a droite : T'= 1. Nous
constatons qu’au fur et & mesure que ’on zoome, la partie tendance ¢ s’efface
au profit de la partie oscillante B;.

Théoréme 2.5 (formule d’It6) Soit f : Ry xR — R une fonction de classe
CY2? (c’est-a-dire dérivable une fois en temps avec la dérivée continue et deux
fois en espace avec dérivée seconde continue). Soit X € T un processus d’Ito
X, =Xo+ fg o du + fot H,dB,. Alors, le processus Y; = f(t,X;) € T et

£ X)) = OX0+/ uXd—i—/auX)dX

ta2f
3 ).
B tlof of 2 10°f
ff(O,XO)Jr/O {aﬁ wor + HiS o }(u X,)du
t 9
+ /0 Hua—i(u,Xu)dBu, (2.7)

ou encore, en formulation différentielle,

At X,) = {af + a2 g2l gf (t, X,)dBi.  (2.8)

N to, T Hi 282}(tXt)dt+Ht

Preuve. Commencons par montrer que le membre de droite de (| - ) est un

élément de J. Puisque f est une fonction C? pour tout w € Q Iapplication

of

€ [O,T]HE

(u, X (w,u))
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est une fonction continue sur un intervalle borné donc bornée, donc intégrable.
Par ailleurs un raisonnement analogue pour u € [0,7] %(U,X (w,u))
conjointement avec I’hypothese X € J qui implique P — p.s. f(;f |, |du < o0
nous permet de conclure que P—p.s. fo ]6f (u, X (w, u))oy|du < co. Les termes
restants Hg;gaﬂ; (u, Xy)du et Hy, 8f (u X, )dB,, se traitent d’une maniére simi-
laire : le membre de droite de ( est un élément de J

Nous allons considérer le reste de la preuve seulement pour un cas par-
ticulier et renvoyons aux références (e.g., [I5]) pour les détails : supposons
Xu = By et que la fonction f s’écrit sous la forme f(¢,X) = g(X) avec g
fonction de classe C? avec g, ¢’ et ¢" bornées. Les processus étant continus il

suffit de prouver pour tout ¢ > 0 :

9(By) +/ 2B, + 2/ (2.9)

Considérons une division tg = 0 < t;1 = At < ... <t = kAt < ... <t = NAt
de [0,t]. Alors

Q(Bt)

hE

9(Bt) —g9(Bo) = (9(Bt,) — 9(Bs,_,))

k=1

= 30 (B ) (B~ B ) + 59" (@0) (B~ B )?)).

k=1

=2

Pour obtenir la derniére relation nous avons appliqué la formule de Tay-
lor & lordre 2 avec {(w) = Ap(w)By, , (w) + (1 — Ag(w)) By, (w) ot A\p une
fonction dépendant de By, , et B;, donc Agx(w) et & sont des v.a. F;, me-
surables. Le terme Y7, ¢'(By,_,) (Bi, — Byi,_,) converge, d’aprés le théo-
réme |2.4{ page 54}, en probabilité vers f(f ¢'(B,)dB,. Nous allons montrer que le
terme Y4, 29" (&) (By, — By, 1)2 converge vers la méme limite que le terme
Sy 39" (By,, ) (t, — t—1) dont nous savons qu'il converge vers [j 3¢"(B,)du.

Il reste donc seulement & montrer que la limite de

N

> (;9"(&) (B, — By.,)” - %g//(Btk—l) (t — tk—l))

k=1



2.5. CALCUL D’ITO 61

est nulle. Ecrivons :

I
N —
ME
~~
Q\
=
e
ol
N—

|

QQ\
/\\

o8]
3
ol
-
—
—~
oy
ol

o8]
S
ol
=
SN—

(&)

Le deuxiéme terme se majore a cause des bornes sur g”

2
Btk 1 [ Btk - Btk71)2 - (tk - tk’—l)]

"(By,_,) |(By, = By,)" — (b — ’ isé
te1) | (B, — Biy, )" — (tk tk,l)” + (termes croisés nuls)

i

" 2 _ 2

< max|g"(z)| kZlVW‘ (B, = Bi,,)?]
2 " 2t2
max|g" (z)] kzl max |g"(z)|* 5

et converge vers 0 pour N — co. Donc

0. (2.10)

N—oo

N
Z (B, [ By, — Btk—1)2 — (tk — tk—l)]‘

L2

En particulier la convergence est aussi dans L'. Pour le terme restant nous

écrivons :
N 2
E Z [g”(gk) - g”(Btk—l)] (Btk - Btk—l)
k=1
N
<E ( sup ’g//(fk) Btk 1 >< Btk Btk 1 >]
kzl,..‘,N k:l
2 N 2
< E[ sup |gll(§k)_gl,(Btk1)|] [Z By, — By, ] '
k:].,...,N k:l
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Pour rappel |§, — By, _,| < |Bt, — Bt,_,|; par continuité de ¢” et uniforme

o\ 1/2
continuité de By le terme <IE [SUszl,...,N lg" (&) — g”(Btk_l)” > converge
vers 0 donc son espérance aussi (par convergence dominée car g” est bornée) ;
le deuxieme converge vers la variation quadratique du brownien, i.e., t. Nous

obtenons donc :

N

Z [g”(fk) - g”(Btk—l)} (Btk - Btk—1)2

k=1

— 0. (2.11)

N—oo
1

Il suffit de rappeler maintenant que la convergence L' implique celle en pro-
babilité pour conclure. O

Donnons quelques exemples d’utilisation de la formule d’Ito :

1. Soit X; un processus d’Itd et f(¢,z) = 2 ; par Itd nous obtenons :

dX? = 2X¢d Xy + d(X)y;

2. Soit maintenant a € R ; alors
d (e“t sin(Bt)> = ae™ sin(By)dt + (eat cos(Bt))dBt

—% <eat sin(Bt)> dt;

3. Soit r > 0, le processus d’'Ité6 X; d’équation dX; = rXdt + H;dB;
et le processus Y; = e "' X;. Alors dY; = e "' H;dB;. En particulier si
Hy; € £2([0,T]) le processus Y; est une martingale.

Proposition 2.26 (Intégration par parties) Soit X,Y € J deux proces-
sus d’Ito. Alors :

¢ t t
XY= Xo¥o+ [ XVt [ vadX,+ [axv),  (212)
0 0 0
ou encore en notation différentielle :

d(X:Y:) = X dY; + Yid X, + d(X,Y ). (2.13)
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Preuve. Par identité polaire a partir de la formule de Itd pour les processus
X2 Y?et (X +Y)2 O

2.5.3 Formule de Ito multi-dimensionnelle

Définition 2.17 (Processus d’It6) Soit (Bi)i>0 un mouvement brownien
standard d-dimensionnel. Un processus stochastique X = {Xy, t € Ry} est

appelé processus d’Ito d-dimensionnel s’il s’écrit sous la forme
t d
X, = Xo +/ vy du + Z/ HFdBf,
0 i1 /0

ot Xg est Fo-mesurable, « = {ay, t ER,} et {HF, t e R}, k=1,...,d sont

des processus F-adaptés vérifiant les conditions d’intégrabilité
T T
/ loy|du < 00 P —p.s. et / |HY2du < 0o Pp.s., k=1,...,d.
0 0

Nous notons également sous forme différentielle : dX; = audt + Zﬁzl Hdef.

La classe des processus d’Ité multi-dimensionnels sera encore notée J.

Définition 2.18 (Covariation quadratique multi-D)

Soit (X¢)i>0 et (Ya)i>o deuz processus d’Ito d-dimensionnels :
t d -t
Xy :X0+/ audu—i—Z/ H.dBY,
0 1= /0
t d it
Y; :Yo+/ 5udu+z/ KtdBy.
0 1= /0
Nous définissons leur covariation quadratique par la formule
d .t
(X,Y)e =) / HLKE du.
=170
Théoréme 2.6 (formule d’It6 multi-dimensionnelle) Considérons wune

application f(t,x1,...,x,) : Ry x (R)® — R de classe C1? (c’est-a-dire dé-

rivable une fois en t avec Oy f continue et deux fois en xy,xy avec chaque
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dérivée seconde Oy, »,f continue). Soit X* €3 des processus d’Ito, k= 1,...,n

vérifiant :

t d_ ot
XF=Xx} +/ oF du + Z/ HE*dBE. (2.14)
0 _17/0
Alors, le processus Yy = f(t, X}, ..., X]') €T et

taf
1 d 1 d k
Y, = Y0+/8tuX..Xd+§/ (u, X1, ..., XHdxk

XL Xda(xk, x* 2.15
+3 MZ/ S (X X X, (2.15)
Preuve. Admis, consulter les références pour détails. O

Pour en savoir plus 2.5.1 Les formules d’Ité et celle de 'intégration
par parties se généralisent a des semi-martingales (voir l’élément

page |55 pour la définition d’une semi-martingale).

2.5.4 Equations différentielles stochastiques

Etant données deux applications a et b on se demande s'il existe un pro-

cessus d'Itd X = {X;,t < 0} dont la décomposition (unique) vérifie
dXt = a(t, Xt)dt + b(t, Xt)dBt

en notation différentielle. Voir I'exercice page [76] pour des exemples de

telles équations apparaissant dans des modeles en finance.

Théoréme 2.7 Soit T > 0 et a(-,-),b(-,-) : [0,T7] x R — R des fonctions

mesurables telles qu’il existe des constantes C, L > 0 satisfaisant :

la(t, )| + [b(t, )] < C(1+ |z]), Vo € Rt € [0,T],
la(t, z) —a(t, y)| + [b(t, 2) = b(t,y)| < Llz —y|, Yo,y € R, [0, T7].
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Soit Z une variable aléatoire indépendante de F>*° = o{Bs,s > 0} et telle que
E[Z?%] < .
Alors U'équation différentielle stochastique
t ¢
X = Z+/ a(s,Xs)ds—i—/ b(s,Xs)dBs, t €[0,T7,
0 0
ou en notation différentielle
dXt = CL(t, Xt)dt + b(t,Xt)dBt, XQ = Z, t e [0, T], (216)

admet une unique solution X = {X;,t <0} telle que :
1. X est continue par rapport a t;
2. X est adaptée a la filtration FtZ générée par F; et Z ;
3. X € £2([0,T)) d.e., :

< 00.

T
EV X2 dt
0

Preuve. Voir par exemple les références [0} [15]. O

2.6 Représentation de martingales, changement de

probabilité

Nous allons admettre ce résultat de représentation de martingale qui nous

sera utile pour introduire les changements de probabilité.

Théoréme 2.8 Soit (M;)icpo,1) une martingale par rapport a la filtration na-
turelle d’un mouvement brownien (By)t>o. Supposons que M € M?([0,T)) (donc
pour toutt € [0,T] : E[M?] < 00). Alors il existe un processus adapté (Hy),epo,y
tel que

t
M = M —l—/ HdB;.
0

De plus E [fOT Hfds] < oo (c’est-a-dire H € £2([0,T))).
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Intuition 2.6.1 Soit T' > 0 un horizon de temps donné fini (voir l’exer-
cz'cepagepour lorigine de cette derniére contrainte). Nous avons
vu au chapitre [1] Uimportance d’avoir une probabilité Q équivalente a P
sous laquelle le processus de prix actualisé est une martingale.
Supposons qu’une telle probabilité Q existe. D’aprés le théoréme de

Radon-Nycodim (cf. appendicepage il existe alors une fonction
7, Fr-mesurable, positive, vérifiant EF[Z] =1 et telle que

EQ(Y) = EF (2Y), (2.17)
pour toute v.a. Y Fp-mesurable. Pour tout t € [0,T] on introduit
Z, = E*[Z|F).

Nécessairement {Z,t € [0,T]} est une martingale sous la probabilité P
telle que Zog = 1 et, si Yy est une variable aléatoire Fi-mesurable, alors
légalité s’écrit EQ(Y;) = EF(Z,Y;).

Le probleme évoqué au premier paragraphe prend donc la forme sui-
vante : soit X un processus d’Ité donné par dX; = ozdt + HthBt. Nous
cherchons Q donc Z, aussi sous la forme d’un processus d’Ité, tel que

- Z; est une martingale positive sous la probabilité P vérifiant Zy = 1,

- Z; X, est une martingale sous la probabilité P, ceci impliquant que
X est une martingale sous la probabilité Q.

D’aprés le théoréme de représentation des martingales (théoréme.
page @) il faut donc chercher Z; sous la forme dZy = Hf dBy et d’aprés

la formule d’intégration par parties

d(Z:Xy) = XydZ; + ZydXy 4 d{Z, X),
= X HfdB; + Zjaudt + ZHXdB; + H¥X HZ dt.

Pour que Z, X, soit une martingale il faut que le coefficient devant dt soit
nul, c¢’est-a-dire Zyoy + HX H? = 0. Remarquons que si HX = 0 cette

condition peut ne pas étre satisfaite. Mais ceci est naturel car alors la
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partie aléatoire de X; est nulle. Il n’est donc pas raisonnable dans ce cas
d’espérer que X; soit une martingale.

Supposons donc que HX > 0 P — p.s. pour tout t € [0,T]; alors
il faut choisir HtZ = —%—?{ ou encore dZ; = —%thBt. Donc Z; est
solution d’une EDS qui dépend du processus Xy avec condition initiale
Zy = 1. Sa solution est Z; = exp{M; — %(M>t} avec My = fot —g—;st.
Pour s’en convaincre il suffit d’utiliser la formule d’It6 pour la fonction

exponentielle appliquée au processus d’Ito :

1 1 a? s
d(Mt—2<M>t):—2 gt — 25 4,

En particulier pour X; = Sy il est nécessaire que Z; soit solution de
dZ; = —Z;#="dB;.

Pour le mouvement brownien nous avons un résultat un peu plus précis :

Proposition 2.27 [Version élémentaire du théoréme de Girsanov] Soit
0<T < ooetheR. Considérons la mesure de probabilité Q définie sur (2, F)
par

(\)?

aQ =7} ot Z}:=exp{ —AB;— Lty Vte[0,T]. (2.18)
dP | 5, 2

Alors, le processus { B+ At,t € [0,T]} est un F-mouvement brownien standard

sur (Q,F,Q).

Preuve. Voir l'exercice page O

Il convient de noter que le résultat précédent donne plus que la propriété
de martingale puisque le processus {B; + At,t € [0,7]} est un mouvement

brownien (et pas seulement une martingale).
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2.7 Exercices

Dans tous les exercices de ce chapitre, on considere un espace de probabilité
(©, F,P) muni d’une filtration F := {F;, ¢ > 0}. On considére également un

F-mouvement brownien standard B = {B;, t > 0}.

Exercice 2.1 (Loi du mouvement brownien) Soitt un réel positif ou nul.
1. Déterminer la fonction caractéristique de By, notée ¢p,.
2. Calculer E[|By|] et E[Bilp,<q) pour tout a € R.

3. Soit X une variable aléatoire de loi N'(0,1). Montrer que E[X?] = 3.
En déduire que E [|By|!] = 3¢2.

Exercice 2.2 (Continuité du mouvement brownien) Soit X un proces-
sus stochastique tel que pour tous 0 < s < t, Xy — X, est de loi N(0,t — s).

Montrer que
E[|X; — X,/ = 3|t — 5.

Remarque : on déduit de ce résultat que le mouvement brownien admet une
version continue grice au théoréme. page [197

Exercice 2.3 (Mouvement brownien géométrique) Soient u et o deuz
constantes réelles données. On définit le processus S = {S;, t > 0} en posant
Sy := Spexp{oB; + ut}.
1. Soit X wune variable aléatoire de loi N'(0,1). Montrer que pour tout
ueR

w2

E[e*X] =e'7.
En déduire ’espérance et la variance de St.

2. Soit ® : R — R une fonction mesurable et bornée. Montrer que pour
toutt > s>0

E[®(S)|F] = #(S:) ot o: xHE[@(x?)].

S
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Exercice 2.4 (Martingales, cf. proposition page Montrer que
chacun des processus suivant est une F-martingale :

1. {Bt,t > O} 5
2. {B} —t,t > 0};
3. {B} —3tB;,t > 0}

4. {e7B="/2 t >0} o € R.

Exercice 2.5 Corriger les formules ci-dessous pour que les affirmations sui-

vantes sotent vraies :
1. {24 By, t > 0} est une F-martingale ;
2. {2+ By, t > 0} est une F-martingale ;

3. {%,t > 0} est un mouvement brownien ;

tB .
4. { \/‘gt,t > 0} est un mouvement brownien.

Exercice 2.6 (processus gaussiens; cf. proposition page

1. Montrer que le mouvement brownien standard B est un processus gaus-

sien.

2. Déterminer eg(t) := E[By] et Kp(s,t) = var(B, Bs).

Exercice 2.7 Démontrer la proposition page [36] en ajoutant I’hypothése
que le processus est gaussien. Indication : utiliser la proposition [2.6 page [35

Exercice 2.8 Montrer que X = {X;,t > 0} est un F mouvement brownien
si et seulement si pour tout A € R le processus compleze M* = {Mt)‘,t >0}

défini par
)\2
M} = exp{iAX; + ?t}

est une F martingale.

Exercice 2.9 Soit A = {lim, % >}, ot x>0 est fizé.

1. Montrer que pour tout m € N*, [’événement A est indépendant de Fp,.
En déduire que P(A) vaut 0 ou 1.
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2. Montrer que P(A) = 1. En déduire que

— B, B,
lim — = t lim — =— P p.s..
00 vn oo e el N4 o0 p-s

3. En déduire la proposition page [38 et la proposition[2.13 page [39

Exercice 2.10 On veut montrer que presque surement la trajectoire du mou-

vement brownien n’est monotone sur aucun intervalle non trivial.

1. Montrer que l’ensemble F' des w € ) pour lesquels il existe un intervalle

non trivial I de Ry tel que t — By(w) soit monotone sur I est donné

par
F = U {w € Q, t— Bi(w) est monotone sur [s,v]}
5,v€Q4, s<v
2. Soient :
E = {we, t— Biyw) est monotone sur [0, 1]}
et

A = {weQ, t— Bi(w) est croissante sur [0,1]}.

Montrer que A = Nyp>1A4,, ot

n—1
Wn>1, A, =) {we€Q Bui(w)-Bi(w) >0}
i=0 " "

3. Prouver que pour tout n > 1, P(A,) =27". En déduire que P(A) = 0.
4. Montrer que P(E) =0 et en déduire que P(F) = 0.

Exercice 2.11 Montrer la proposition [2.13 page [39

Exercice 2.12 (Non-dérivabilité du mouvement brownien) Soitt > 0
arbitraire fizé. Montrer que P — ps les trajectoires du mouvement brownien ne
sont pas dérivables en t.

Indication : utiliser les propriétés d’invariance par translation et d’inversion



2.7. EXERCICES 71

du temps pour conclure qu’il suffit de montrer que le mouvement brownien n’a
presque sturement pas de limite a l'infini.

emarque : cet énoncé n'est qu’une version faible de la propriété de non-
R t ‘est qu’ ble de 1 té d

dérivabilité du mouvement brownien.

Exercice 2.13 (Pont brownien) Soit Z := {Z; = B, —tB1, t € [0,1]} un

processus.

1. Montrer que Z est un processus gaussien indépendant de Bj.

Indication : utiliser le corollaire page [197,
2. Déterminer ez (t) := E[Z] et Kz(s,t) = cov(Zy, Zs).

3. Vérifier que le processus Z défini par : Zy = Zi_¢, a la méme loi que
Z.

Exercice 2.14 (Sommes de Riemann, cf. théoréme page |54))
Soit A :tg=0<t; <..<ty=T une division de [0,T].

1. Caleuler la limite en L? (si elle existe) de la somme de type Riemann
N-1
S1=>_ By (By,, — By,); (2.19)
k=0
lorsque |A| — 0.
2. Calculer la limite en L? (si elle existe) de la somme de type Stratonovich
N-1
So= > Bueiy (B, — Bu)s (2.20)
k=0 2
lorsque |A| — 0.
Exercice 2.15 (Une application du caractére gaussien) On considére

une application continue f : R — R. Pour tout réel t > 0 on définit la va-

riable aléatoire

X/ () = /0 " Bu(w)f(s)ds.
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. Justifier que pour tout t > 0 la variable aléatoire th est bien définie et

montrer que

n—oo

t' = k
X/ = lim X/ presque sirement ou X" := > > B, f (t)
M=o "\

. Vérifier que pour toutt > 0 et toutn > 1, XTJ: est une vartable aléatoire

gaussienne. Calculer sa moyenne et sa variance. En déduire la loi de

xj.

. Calculer E [f(f Bsds} et E {(fot Bsds)ﬂ .

. Le processus M = {Mt = fg Bgds;t > 0} est il un mouvement brow-

nien ¢ Une martingale ?

Exercice 2.16 (Changement de probabilité) Soit 0 < T < oo et A une

constante strictement positive donnée; nous considérons le processus :

)\2
L:= {Lt = exp {)\Bt - 275} , te [O,T]} . (2.21)

. Justifier que l'on peut définir sur (£2, .7-":,5) une mesure de probabilité Qr

équivalente a P en posant : d;?% = L.

. Soitt € [0,T) et Q; la probabilité de densité L, par rapport a P. Montrer

que Q; et Qp coincident sur ]:tB.

. Soit Z une variable aléatoire bornée et Fr-mesurable. Montrer que

E*(ZLr|FP

B [217F) = =]
t

. Montrer que le processus {B;,0 <t < T} défini par : B} := By — M,

est un mouvement brownien sur (0, FE, Qr).

. Expliquer pourquoi il n’est pas possible de prendre T' = oo ; indication :

utiliser par exemple la proposition [2.10 ou encore étudier la limite de

Lt pour T — oo.
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Exercice 2.17 (Variation quadratique du mouvement brownien) Soit

t > 0 fixé. Pour tout n > 1 on note S™ la variable aléatoire.
on 2
— kz (B;:Lt - B(k2n1)t>
=1

1. Calculer E[S™] et var(S™).

2. En utilisant l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, montrez que pour tout
e>0

2t
B(ls"—t>2) < 27"

3. En déduire que S™ converge vers t presque surement.

Exercice 2.18 (Martingale continue et variation d’ordre 1) Soit

M = {M,;,t > 0} une martingale de carré intégrable.
1. Vérifier que pour tout 0 < s < t, E[(M; — M;)?] = E[M?] — E[M2].
2. On suppose que M est a trajectoires continues. On suppose de plus que

les trajectoires de M sont a variations bornées : il existe une constante
C >0 telle que

P (V;(l)(M) < C) =1 pourtout t>0.

(a) Vérifier que pour toute subdivision A = {tg =0 < --- <t, =t} de
Uintervalle [0, t]

E [(Mt - Moﬂ < E Hsgp M, — Mti_1|} v, A)]

(b) En déduire que nécessairement M = My presque sirement.

Exercice 2.19 (Intégrale de Wiener, cf. proposition page [54))
Soit T > 0 un horizon de temps fixé. Le but de cet exercice est d’étudier

lintégrale stochastique de la forme

/0 " fw)dB,
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out €[0,T] et f est un élément de
2 T
L2([0,T), By, do) — {f: (0.7} Bym) = (R.B2), | o < oo}.

On écrira L*([0,T]) = L3([0,T],B([0,T)),dx). On note S([0,T]) l’ensemble

des fonctions f de la forme

N-1

f LT — Z akl]tk,tk+1](x)

k=0

ou A:={0=ty<--- <ty =T} est une subdivision de [0,T] et (ax)o<k<N-1

est un élément de RN .

1. Pour une fonction [ = Zév:_ol arly, 1., dans S([0,T]), on définit

IS(f) = a’k(Btk+1 - Btk)
k=0

Montrer que Is(f) est une variable aléatoire gaussienne. Déterminer
sa moyenne et sa variance.

2. On admet que 'espace S est dense dans L*(Ry,B(R.),dx) muni de

T 2 1/2 9e . .
la norme || fl|r2 == (fo f (ac)dx) . Montrer qu’il existe une unique
application linéaire I définie sur L*([0,T]) d valeurs dans L?(, F,P)
telle que pour tout f € S[0,T]

1) =1sh) et V7 € L20T]), B = Al = [ Pla)d

3. Soit f € L*([0,T)), on définit le processus M(f) = {M(f), t € [0,T]}

par

Mi(f) = I () f())-

Pour tout t € [0,T], quelle est la loi de My(f) ? Montrer que M(f) est
un un processus FB adapté et que pour tout s <t < T, My(f) — My(f)

est une variable indépendante de F5.



2.7. EXERCICES 75

4. Soit T >0 et f € L*([0,T]). On considére le processus,

L:= {Lt = exp {/Otf(s)st - ;/Otfz(s)ds}, te [O,T]}.

(a) Montrer que L est une martingale.

(b) Soit Qr la mesure de probabilité sur (2, FR) obtenue en prenant

dé?% = Lp. En s’inspirant de [’exercice page montrer que
{Bf,0 <t<T} défini par Bl = B, — 3 f(s)ds est un mouvement
brownien sur (0, FE Qr).

Exercice 2.20 Soit B = (By)t>0 un mouvement brownien réel issu de zéro.

1. Montrer que pour toutt > 0 la variable aléatoire X; = fg sin(s)dB;s est

bien définie.
2. Montrer que X = (Xt)i>0 est un processus gaussien, donner sa loi.
3. Montrer que pour tout t >0 on a X; = sin(t)B; — [ cos(s) Bsds.

4. Montrer que le processus Y = (Y)¢>0 ot pour tout t >0 on a
1 [t
Y = sin(By) + 5/ sin(Bs)ds
0
est une martingale.

Exercice 2.21 (Intégrale d’Itd) Soit T' un horizon de temps fizé.

1. Justifier que le processus M = {M,; := éte"B“dBu7 0<t<T} est
bien défini. Montrer que M est une martingale, déterminer E[M;] et
var(My).

2. Mémes questions pour N = {N; := [{ M,dB,, 0 <t <T}.

Exercice 2.22 1. Calculer, avec puis sans utiliser la formule de Ito, la
covariance des variables aléatoires définies par X = fol fé 1ldsdB; et
Y = [} [3 1dBdt.

2. les variables aléatoires fol [31dsdBy; et fol J31dBsdt sont-elles égales ?
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Exercice 2.23 (Formule d’Ité) Montrer que chacun des processus suivants
est un processus d’Ito

. X, =B} t>0.

. Sp = Soexp {(u—0?/2)t + 0B}, t,5 > 0.

.Y, =wu(t,Sy), t >0 ot u est une application de classe C2.

Vi=VS;, t>0.

. Zy=e"(S)% t>0.

.Ri=¢" fotrsdsNt, t >0, ou pour tout t >0 on a

S O R W N =

t t t t
e =T0 —I—/ a(f —rs)ds +/ odB, et Ny = Ny + / reYyds —l—/ oY,dB;,
0 0 0 0

o, B et o étant des constantes réelles.

Exercice 2.24 Soit T > 0 un nombre réel fixé et (Bi)i>0 un mouvement

brownien standard. Trouwver le processus Hp(t,w),t € [0,T], tel que
T
B3 = / Hrp(t,w)dB;.
0

Lo T L
On commencera par écrire Yp = [y Bydt sous une forme similaire.

Exercice 2.25 Démontrer la proposition[2.10 page[{4] Indication : utiliser le

résultat de Uexercice 2.8

Exercice 2.26 (Formule de Feynmann-Kac) Soit f: R — R une appli-
cation continue et bornée. Soit u : [0,T] x R — R une fonction de classe C1?
sur [0,T] x R qui vérifie

{ Opu(t, ) — L0ypu(t,x) =0, V(¢ ) €]0,T] x R
u(0,z) = f(x), VxeR.

On suppose de plus que Oyu est une fonction bornée. Montrer alors que :
u(t,z) = E[f(z+ By}, VzeR

Exercice 2.27 (E.D.S. pour quelques modéles financiers) Soit

W = {W,t > 0} un mouvement brownien standard.
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1. Modéle de Black-Merton-Scholes : soit u,o € R. Démontrer, en utili-

sant un résultat du cours, que 'EDS suivante :
dS; = [LStdt + o SydWy, S(O) =5 € R,

admet une solution unique. Montrer que cette solution est

S; = e(ﬂ—02/2)t+0Wt5’0_

2. Modele de Vasicek : soit o, 3,0 € R, a # 0, 0 > 0. Démontrer, en

utilisant un résultat du cours, que ’EDS suivante :
dry = (B — r¢)dt + odWy,r(0) =19 € R,

admet une solution unique. Montrer que cette solution est

t
ry =roe”* + B(1 —e ) + aefo‘t/ e dWs.
0

3. Modéle de Coz-Ingersoll-Ross (CIR) : soit o, 3,0 € R, a # 0, o > 0.
Dire si le résultat du cours peut étre utilisé pour démontrer que ’EDS

susvante admet une solution unique :

dry = a(f — ry)dt + oy/|rddWy, r(0) =19 > 0.






Chapitre 3

Modéele de
Black-Merton-Scholes

3.1 Présentation du modele

On considére un marché formé par un actif sans risque S° et un actif risqué

S. On suppose que le prix de I'actif sans risque vérifie
SP = SQer, (3.1)

ou r est une constante donnée, r > 0. Sauf mention explicite du contraire nous
prendrons S = 1.

Pour modéliser I'incertitude concernant le prix de ’actif risqué S, on intro-
duit un espace de probabilité (Q, F,P). On suppose que le processus de prix
de S, S = {S;, t >0}, est décrit par le modele de Black-Merton-Scholes

dS; = ,LLStdt + 0S5;d By, (32)

ou B = {By, t > 0} est un mouvement brownien sur (2, F,P). Ici u et o sont
deux constantes réelles données :

— u est appelée « tendance » ou « rendement instantané » de S,

— o0 > 0 est appelée « volatilité » de S. Elle mesure la taille de I'incertitude

sur S.
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Dans tout ce chapitre, on note
S={5/S, t >0}

le prix de S exprimé dans le nouveau numéraire S¥ et F := {F;, t > 0} la
filtration naturelle du processus S. Remarquons que S; et B; étant en bijec-
tion par une application mesurable, F est également la filtration naturelle du

mouvement brownien B.

D’apres lemme d’It6 on a

2
Sy = Spexp {(u — %)t + UBt} (3.3)

et, en notation différentielle,

dS; = (i — r)Sdt + 0SydB;.

Comme dans le chapitre [l on suppose que le marché financier ne présente

pas de frictions :

Hypothése 3.1 (Marché sans frictions) Les actifs de ce marché financier

sont parfaitement divisibles et ne sont soumis d aucun cott de transaction.

3.1.1 Stratégie financiere

On suppose que les transactions se déroulent de maniere continue sur I’ho-
rizon de temps [0, T]. Ainsi, & chaque instant ¢ € [0, 7], un agent peut modifier
I'allocation de portefeuille entre I'actif SV et I'actif S. Une stratégie financiere

est donc décrite par un couple de processus stochastiques

a:i={o, t€[0,T]} et 0:=1{0, tel0,T]}

N

ou

— oy € R représente le nombre d’unités de I'actif SO détenues a la date t,

— 0; € R représente le nombre d’unités de 'actif S détenues a la date t.
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Notons V; la valeur a la date ¢ d’une stratégie et Vt =V/ S? la valeur de

la méme stratégie exprimée dans le numéraire S°. Nous avons alors

V;g = atStO—|-9t8t et ‘7% == at""‘gtgt-

Définition 3.1 (Stratégie autofinancée) La stratégie financiére (o, 0) est
dite autofinancée (ou encore « elle vérifie la condition d’autofinancement ») si
la variation de sa valeur entre deux dates successives est totalement expliquée

par la variation des priz des actifs.

Dans notre modéle en temps continu, la condition d’autofinancement de la

stratégie (a, ) se traduit par I'égalité :

dVi = adS} + 0,dS; (3.4)
ou encore par dV, = 6,dS; c’est-a-dire
. . t . t ~
V, = Vot / 01t — 1) Sudu + / 0,05.dB, . (3.5)
0 0

On remarque que 'expression de la richesse actualisée d’une stratégie auto-
financée est completement déterminée par la richesse initiale Vy et 6. Bien
entendu, pour que ’expression ait un sens, il faut imposer des condi-
tions d’intégrabilité a €. Pour ce faire nous allons avoir besoin de la définition
suivante. Notons \* := (u — r)/o et considérons la mesure de probabilité Q*
définie sur (2, F) par

dQ*

A T S G NN O
P |7 =2 ou Z; :=expi —\N"B; te. (3.6)

2

On appelle ensemble des portefeuilles admissibles et on note A, I'ensemble des
processus 0 = {6;, t € [0,T]} défini par

T
A = {9 F-adapté : EY V 10,5, du
0

< oo}. (3.7)
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Dans ce qui suit, nous allons décrire une stratégie financiére autofinancée par la
donnée d’'un couple (z,0) € R x A ou z représente le capital initial permettant
de construire la stratégie et 6 est le processus décrivant l'investissement en
actif risqué S, 6; étant le nombre d’unités de S détenues a la date t. On note
V> 1a valeur a la date t de cette stratégie. On a V% = S977 et

N t - t -
Vel = 2/80 + / (1 — )0y Sudu + / 004 SudBy. (3.8)
0 0

3.2 Condition d’absence d’opportunités d’arbitrage

et changement de mesure

Définition 3.2 [Opportunité d’arbitrage] Dans ce modéle, une opportu-
nité d’arbitrage est une stratégie financiere qui démarre a un capital initial égal

a zéro (0,0) € R x A et qui vérifie : P (ng’e > 0) =1letP (VZ,Q’G > 0) > 0.

Considérons le cas particulier ot 4 = r. Dans ce cas, Sy est une martingale
et pour 0 € A :

- t -
Vo = / 060,5,dB,.
0

Comme 6 € A vérifie la condition : E { fOT |9u§u|2du} < 00, on en déduit que
le processus V¢ = {‘7,50’9, 0 <t < T} est une F-martingale sur (Q, F,P). Par
conséquent E[VTO’Q} = 0 et on ne peut donc pas avoir IP’(VJQ’Q > 0) = 1 avec
PV > 0) > 0.

Ainsi, dans le cas particulier ou p = 7, le marché financier considéré vérifie la

condition d’absence d’opportunités d’arbitrage.

Proposition 3.1 Le priz actualisé S est une F-martingale sur (Q,F,Q%) et
pour toute stratégie financiére (x,0) € A, la valeur actualisée V™ est aussi
une F-martingale sur (0, F,Q*).

Preuve. Nous vérifions d’apres I'expression de S; et la définition du processus

B* = B, + M\t que S; = exp{oB} — 224} Comme B* est un F-mouvement
q p t 2

brownien sur (€2, F,Q*) on a que S est une F-martingale sur (Q, F,Q*). Soit
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(z,0) e RxA.Ona: f/tm’e = a:/58+f()T 06,5,dB%. Comme 6 satisfait la condi-
tion d’intégrabilité E { fOT |9u§u|2du} < 00, d’apres les propriétés de I'intégrale
d’Tt6, le processus V*? est une F-martingale sur (Q, F, Q). O

Proposition 3.2 (A.O.A) Le modéle de marché financier considéré vérifie

la condition d’absence d’opportunités d’arbitrage.

Preuve. Considérons la mesure de probabilité Q* définie par . Supposons
qu’il existe une opportunité d’arbitrage (0,60). Comme la mesure de probabi-
lité Q* est équivalente a P, on a : Q*(f/qg’e >0)=1et Q*(ng’e >0) >0
donc E?* [f/jg’e] > 0. Or d’apres la proposition le processus V%0 est une F-
martingale sur (©2, 7, Q*), en particulier EQ" [V:,Q’G] = ‘700,0 = 0 et ceci contredit
ce qui a été dit plus haut. Nous obtenons alors qu’il n’existe aucune opportu-

nité d’arbitrage sur ce marché financier. (Il

Technique importante 3.2.1 Voici un résumé des formules utiles qui

se révéleront utiles par la suite

dS; = pSidt + 0 S;dBy

dSy = (u — r)Sdt + 0 S;dBy

dVi = roySPdt + 0,dS;

AV = 0,dSy = 04(p — r)Sidt + 00;S:d By
dBf = dB, + \*dt, \* = ?
dS; = rSydt + 0S,dB;

dS; = 05,dBy}

dV; = 0:dS; = 0,0S:dB;.

3.3 Evaluation d’options européennes et équation
de Black-Merton-Scholes

Nous considérons une actif option européenne de maturité 1" dont la valeur

terminale est décrite par une variable aléatoire Fr -mesurable, notée G.
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3.3.1 Evaluation par réplication

Définition 3.3 L’actif contingent de payoff G est dit réplicable, ou encore il
est dit admettre une stratégie de réplication, s’il existe (x,0) € R x A tel que
G=vi'
Proposition 3.3 Soit un actif contingent de payoff G pour lequel on suppose
que E¥'[G?] < oo. Alors

1. Vactif G admet une stratégie de réplication (z%, 0%) ;

2. sous la condition d’absence d’opportunités d’arbitrage A.O.A, son prix

a la date t, noté ptG, est donné par :
pf = SPEY [G/S0IF) =EY [T 0G|R] . (3.9)

Preuve. Commencons d’abord par le point 2l Supposons donc disposer de
0, telle que la stratégie (z,6;) qui donne le portefeuille Vf’e (ou en version
actualisée V"% = z + 5 0.dS,,) satisfasse Vﬁ’e = (. Mais, sous la probabi-
lité Q*, nous avons V;"! = z + [10,08,dB}) donc V"% est une martingale
(I'intégrabilité est obtenue par définition des stratégies admissibles #). Nous
savons que, par A.O.A., Vf”e = ptG. En particulier, en utilisant la propriété de

martingale :
e =V =BV [V F) =B [Ge TR,
ce qui donne par la suite .
Revenons maintenant au point [T} Introduisons le processus
M, =EY [Ge™T|F].

Par définition M; est une martingale et E[M?] = E[G?] < oo donc d’apres
Pinégalité de Jensen E[M?] < co pour tout ¢ > 0. Donc d’aprés le théoréme|2.§]
page [65il existe H; avec EQ” { fOT H fds] < oo telle que

t
M, = M, +/ H,dB?.
0
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Alors la stratégie Z@0) avec z = My et 6; = Ht/(agt) est une stratégie de

réplication pour G car
1. x = My € R car la filtration Fy est triviale;

2. 7@0) yérifie dZ @0 — getgtdBf = HdBf = dM; ce qui implique

Z@0) = M, et donc ng,g) =e"'M;;

3. si G > 0 la valeur "M, de cette stratégie a I'instant ¢ est positive;

4. sa valeur & linstant T est e’T My = G. O

Proposition 3.4 (unicité) En A.O.A. la probabilité risque neutre est unique
dans le modéle Black-Merton-Scholes.

Preuve. Toute probabilité risque neutre P* rend martingale le processus S;.
Soit A un ensemble Fr mesurable et G = 14. En particulier E¥" [G?] < oo
et EQ'[G?] < oo. Alors, utilisant les mémes arguments que dans le résultat
précédent, G est réplicable par une stratégie (z,6) admissible. Cette stra-
tégie (actualisée) est martingale par rapport a P* (I'intégrabilité résulte de
EF*[G?] < o0) et donc en particulier # = e "TEF [14] = e "TP*(A). Donc
P*(A) = e"Tx et ainsi la mesure de tout ensemble A € Fr est uniquement

déterminée. O

3.3.2 Approche Monte-Carlo pour I’évaluation d’options : cal-
cul pratique du prix en utilisant la formule (3.9)

Nous distinguons deux cas : actifs généraux (dépendants du chemin) et
actifs indépendants du chemin. Exemple d’actif dépendant du chemin : un call

asiatique de maturité T' et strike K est une option de payoff

G = K; /OTStdt> —K] . (3.10)

J’_

1. Pour la valuation des actifs généraux a 'instant ¢ > 0 il faut :

(a) garder en mémoire la trajectoire passée Sy, T < t;
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(b) simuler 'EDS de actif sous la proba Q*, i.e. résoudre numérique-
ment dS; = rSidt + 0S;dByf. Ici B* sera considéré comme un pro-
cessus brownien standard et en particulier il ne dépend pas de pu.
En pratique ceci donnera un ensemble de scénarios S, v € [t, T,

¢ =1,...L ou L est le nombre de simulations;

(c) définir des scénarios sur [0, 7] par assemblage de la trajectoire (pas-

sée) sur [0,t] et des scénarios simulés sur [t, 7] :
wh = {87 <ty U{Svet,T)}, £=1,.., L.

(d) calculer ensuite numériquement, par exemple par une moyenne em-

pirique

—r(T—t) Z%:l G(we) )

ptG =EY {e*T(Tft)GU:t} ~e T

Il est important a noter que la moyenne empirique donnera 1’espé-
rance conditionnelle car les scénarios w’ ont la connaissance de la

trajectoire passée S, 7 < t.

2. Placons nous maintenant dans le cas ou 'actif contingent G est une
option indépendante du chemin sur S : G = ®(S7) avec ¢ : R - R

une fonction mesurable donnée.

Supposons que P est telle que G est de carré intégrable par rapport a
Q*. Alors d’aprés la proposition G admet une stratégie de réplica-
tion (2©, GG) et le prix de G a la date t est donné par :

pf = EY e T 00 (8| R
- @ {e—r(T—t)(I)(Stea(B,}—B{)+(r—02/2)(T—t))‘ th]

= ’LLG(t, St),

ott u¥ : Ry x R — R est la fonction définie par

uC(t,z) = EV [e‘T(T_mP <:13 exp {JB}_t + (r — G;)(T - t)})] .
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Pour la derniére égalité nous avons utilisé la propriété [A.16] page [I93]
(voir aussi I’exercice page . Comme sous Q* le processus B* est
un mouvement brownien 'incrément B} — B} est une variable normale

centrée de variance T — t. Donc

oo ~y?/2
uG(t, x) _ efr(Tft) /_ (I)(xe(r—02/2)(Tft)+0y\/Tft>eﬁdy. (3.11)

Pour un call ®(z) = (z — K)4+ et alors nous obtenons la formule de

Black-Merton-Scholes pour le prix d’un call européen :
ulb K (¢ x) = xN(dy) — e "T DK N (dy) (3.12)

avec

d efy2/2
N = [ oy

_ log(z/K) + (r + 0%/2)(T —t)
oV —t

dq

et do =dy — o1 —t.
Nous voyons explicitement qu’ici encore, le prix de l'actif contingent ne
dépend pas de pu.
3.3.3 Equation de Black-Merton-Scholes

Soit un actif contingent de payoff G (v.a. Fr-mesurable), (z% 6%) une

G

stratégie de réplication de G et supposons que le prix u“ soit une fonction de

classe C12. Appliquons alors la formule d’It6 & la fonction
(t,z) — e "ul(t, )
et au processus d’Ité Sy, t € [0, T]. Rappelons que

dSt == O'StdBt + MStdt == O'StdBZ( + ’I“Stdt.
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Nous obtenons
t
e "l (t, S;) = u®(0, S0) + / e " {amuG(U, SU)O'SU} B}
0

t
[ e {=ruf(w,8) + 0uC (0,5,) + rS,0,u%(0, 5,)
0

+0253 muG(v,Sv)}dU.
(3.13)
Par ailleurs :
uC(t, Sp)e ™ = f/txc’ea =%+ /Ot 0¢S,0dB; (3.14)
= u9(0,80) + /Ot e 09 S, 0dBY. (3.15)
Par identification nous en déduisons que :
0% = 0,u” (u, S.,), (3.16)

et que la fonction u© satisfait :

uC (u, S,) + %O’QSZ Dpetu® (u, Sy) + 1Sy OpuC (u, Sy) = ruC (u, Sy).

Ce raisonnement nous permet de voir que la fonction prix d’un actif contin-

gent G est liée a I’équation aux dérivées partielles (E.D.P.) :

1
ol (t, ) + 5021'2 DpauC (t, ) + 72 ,uC (t, ) = ruC(t, x),

V(t,z) € [0, T[xR, (3.17)

Cette E.D.P. est appelée équation de Black-Merton-Scholes. De plus, la

fonction prix vérifie la condition terminale :
uC(T,z) = ®(x), Vo € R,. (3.18)

Nous constatons également que la stratégie de réplication 6 est liée au pro-
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cessus {0,u%(t,S;), 0 <t < T}. Le théoréme suivant permet de formaliser

cette discussion :

Théoréme 3.1 (Equation de Black-Merton-Scholes) Soit v : [0, 7] x
R — R une fonction de classe CY? solution de ’E.D.P. :

{8t’l)(t, r) + 2022% 0ypv(t, ) 4+ ra dyv(t, ) = ru(t, x), V(¢ z) € 0, T[XR+(3 19)

(T, z) = ®(x),Vr € Ry

Nous supposons de plus que 0v est telle que

T
EY V 0.0(t, Sp)Sy|dt| < oo. (3.20)
0

Alors (v(0, Sp), {0zv(t, St), 0 <t <T}) € RxA est une stratégie de réplication
de G = ®(S7) et le prixz de G a la date t est v(t,Sy).

Preuve. Résultat admis. En particulier il est admis que la solution de I'E.D.P.

existe et est unique.

3.3.4 Approche E.D.P. pour I’évaluation d’options, mise en
pratique du delta-hedging

Pour le calcul pratique de la valeur d’une option en utilisant I'E.D.P. et

pour la couverture de celle-ci il est possible de procéder comme suit :

1. PE.D.P. (3.19)) est résolue numériquement, d’une maniére rétrograde en

temps utilisant la donnée ®(z) a l'instant T;

2. s1 Sp = z le prix de l'option a l'instant ¢t = 0 sera la valeur v(0,x). Le

prix Sy est connu et donc le prix de 'option aussi;

3. pour obtenir un portefeuille couvrant le risque d’une exposition a cette
option (par exemple pour le vendeur d’options) il suffit de mettre en
place une stratégie autofinancée (v(0, Sp), ) qui achete 9,v(0,.Sy) parts
de sous-jacent a 'instant initial. Cette stratégie est continiment adap-

tée pour avoir 0,v(t, Sy) parts de sous-jacent a I'instant t.
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Technique importante 3.3.1 Un portefeuille qui met en place cette
stratégie et qui vend une option a l'instant initial est garantie avoir une

valeur finale nulle, peu importe le scénario suivi par le sous-jacent tant

qu’il est conforme au modéle Black-Merton-Scholes.

Technique importante 3.3.2 L’approche présentée ci-dessus est diffé-
rente des approches présentées en section[3.3.2, Considérons par exemple
une option indépendante du chemin.

La premiére approche calcule, a partir d’un priz initial Sy donné, la
distribution de St et donc permet de connaitre, sans effort additionnel
notable, le priz de tous les actifs dérivés indépendants du chemin sur ce
sous-jacent. Par contre en pratique le calcul de la stratégie de réplication
est tres peu robuste et des techniques plus avancées sont nécessaires pour
en avoir une approximation de bonne qualité.

Le calcul a laide de I’E.D.P. permet lui aussi d’obtenir le prix d’une
option donnée; par contre il faut un calcul E.D.P. pour toute nouvelle
option. L’avantage du calcul E.D.P. est qu’il permet de connaitre d’une
maniere tres robuste la stratégie de réplication de [’option donc il offre une

modalité pratique de couverture du risque apporté par l'actif contingent.

3.3.5 Les Grecques

— delta de ’option 9,u%(t, S;)
Ce terme indique la variation de prix de 'option par rapport a la varia-
tion du sous-jacent. Dans le modele de Black-Merton-Scholes, ce terme
correspond a la stratégie de réplication : nous parlons de stratégie de
couverture en delta ou delta-hedging (en anglais) . Le delta d’un call
est positif, celui d’'un put est négatif (par la parité call-put leur diffé-
rence doit étre I'unité). Formule du delta d’un call européen (avec les

notations précédentes) :

A(t, S;) = N(dy). (3.21)
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— gamma de l'option 0,,u%(t,S;)
Ce terme détermine la convexité du prix de l'option par rapport au
prix du sous-jacent. Il représente également la sensibilité du delta par
rapport aux variation du prix du sous-jacent, donc la sensibilité de
la stratégie de couverture par rapport aux variations du sous-jacent.
Lorsque le gamma est important il faut faire souvent des ré-allocations
pour garder le portefeuille de couverture conforme aux exigences de la
formule Black-Merton-Scholes. Le gamma est positif pour les calls et
puts européens.

— théta de loption d;u®(t,S;)

Ce terme indique I'influence du temps qui passe sur la valeur de ’option.

3.4 Evaluation d’options américaines

Contrairement aux options européennes, les options américaines peuvent
étre exercées a n’importe quel moment, en particulier méme avant la maturité
T. Par exemple un call américain est une option qui donne le droit & ’acheteur
d’exercer I'option & tout instant ¢ € [0,7] pour gagner (S; — K)™.

Il est évident que toute option américaine de méme payoff qu'une option
européenne doit avoir un prix plus grand puisqu’elle permet une plus grande
souplesse dans l’exercice et donc peut théoriquement donner plus de chances
de gagner de 'argent. En général les options américaines ont un prix stricte-
ment supérieur a leur analogues européennes. Il y a pourtant une exception.
Considérons un call européen de maturité 7' et strike K, de prix noté C¥(t, S)
et un call américain de maturité T et strike K, de prix noté C4(t, S). Nous
avons donc C4(t,S) > CF(t,S). Par ailleurs la formule page nous

renseigne que
CP(t.8) > (S~ Ke T 0) " > (s~ K"

Donc le prix d’un call européen est toujours supérieur au gain d’exercice d’une
option américaine.

Il est alors possible de faire le raisonnement suivant : si & un certain instant
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CA(t,S;) > CE(t, S) alors on peut vendre un call américain et acheter un call
européen (et rester avec une quantité positive en poche). Par la suite deux
situations peuvent apparaitre :

- soit ’acheteur de l'option américaine ne veut jamais exercer alors on
atteint la maturité et les deux auront le méme prix;

- soit au contraire ’acheteur exerce a I'instant 7 > t alors a cet instant nous
payons (S; — K)* en vendant le call européen de prix C¥(t, ;) > (S, — K)7;
encore une fois nous empochons une quantité d’argent positive.

Donc dans les deux cas nous gagnons de 'argent : c’est une opportunité
d’arbitrage. Ainsi, en A.O.A., on ne peut avoir C4(t,S;) > C¥(t, S;) donc au
contraire

CAt,8) = CFE(t,8),vt € [0,T)], ¥S > 0. (3.22)

Le prix d’un call européen est donc égal au prix d’un call américain. Cette

propriété est spécifique au call et ne marche plus, par exemple, pour le put.

3.5 Exercices

Soient (2, F,P;F) un espace de probabilité filtré et B = {B;, t > 0} un
F-mouvement brownien standard. On considére sur un horizon de temps fixé
[0,7], T > 0, un marché financier formé par un actif sans risque S° et un actif
risqué S. On se place dans le cadre du modele de Black-Merton-Scholes en

supposant que pour tout ¢ € [0, 7]

SO — ¢t S, = SUG(H_02/2)t+UBt.

Ici, » > 0, u > 0 et 0 > 0 dont des constantes données. On note A ’ensemble

)

Exercice 3.1 (Stratégie autofinancée) Dans le modéle de Black-Merton-

T
A = {«9 processus F-adapté t.q.: E [/ 10, |2du
0

Scholes, une stratégie autofinancée est décrite par une couple (x,0) € Rx A ou
x représente le capital initial et 0y le nombre d’unités de laction S détenues d la
datet. On note V;z’e la valeur a la date t de la stratégie (x,6) et Vf’e = V=089
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la valeur actualisée.
1. Donner V" en fonction de x et de 6. Calculer E[V,"?] et var(V;"?).

2. Justifier que la mesure de probabilité Q* définie par

dQ* o w—r 1/ p—1r\2
di]P)L/—-t = exp{ e Bt 2( pn > t

est une mesure de probabilité neutre au risque.

Exercice 3.2 (Evaluation d’une option d’achat) On considére une op-
tion d’achat sur S de maturité T et de priz d’exercice K. Sa valeur terminale
est égale a la variable aléatoire G = max{0, Sy — K'}.
1. On poseu(t,r) = EY [e‘T(T_t)G\St = x] . Exprimer u(t, ) en fonction
de x,t,r,0,K et de la fonction N : y — N(y) = P[Z < y| ou Z est
une variable aléatoire de loi N'(0,1).

2. Calculer la probabilité sous P et sous Q* que loption soit exercée.

3. Vérifier que u est une fonction de classe C*? sur [0, T[xR7.. Détermi-

ner les expressions de
O(t,x) := Ogu(t,x) ~(t,z) = Oppu(t,x) O(t,x) := Opu(t, ).
Montrer que la fonction u vérifie

1
Oyul(t,z) + 5023:28mu(t, x) + redyu(t,x) = ru(t,x), V(t,x) € [0, T[xR%
uw(T,zr) = max{z — K,0}, Vo € R}

4. On considére le processus
0" .= {4(t, St) = Ou(t,St), t €[0,T]}.

Vérifier que 8* € A.

5. On considére la stratégie financiére (u(0,S0),6%). Montrer que cette
stratégie permet de répliquer ['option d’achat. Justifier alors que le prix

d la date t de loption d’achat est donné par py = u(t, S).
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Exercice 3.3 Soit un actif contingent de payoff G > 0 tel que EX'[G?] < oo
et de maturité T €]0,00[. Montrer qu’il n’est pas possible de répliquer G a
Uaide d’une stratégie vérifiant ¥Vt € [0,T[ : 0, = S% avec c € R, ¢ # 0.

Exercice 3.4 Soit, avec les notations du cours, un call européen de maturité
T et strike K sur un actif Sy qui suit la dynamique Black-Merton-Scholes
dS;

— = udt dB,
S, pat + o by,

ou oy € L*([0,T)) ne s’annule jamais.

1. Trouver la formule du priz de ’option et montrer que le priz o l’instant
zéro est égal au priz d’un call européen sur un sous-jacent de volatilité
constante a préciser. Indication : utiliser un changement de probabilité

comme celui donné dans 'exercice [2.19 page [73.
2. Trouver la formule du Delta et du Théta.

3. Montrer que si o, n’est pas constante le priz de l'option surt € [0,T)
n'est pas identique au priz d'un call européen sur un actif risqué de

volatilité constante.

Exercice 3.5 Soit, avec les notations du cours, un call asiatique G de matu-

rité T et strike K sur un actif S; qui suit la dynamique Black-Merton-Scholes :

G = l(; /OT Stdt> _ K] (3.23)

+

Montrer que son priz est inférieur d celui d’un call européen ayant les méme

caractéristiques.

Exercice 3.6 Soit T >0 et C¥(t,S,K) le priz a linstant t € [0,T] d’un call
européen de maturité T et strike K lorsque le priz du sous-jacent est égal a
S. On introduit pour toute valeur de K un autre produit dérivé, appelé le call
digital, qui est lactif indépendant du chemin de pay-off G = 1g,>K ; son prix
sera noté CP(t,8,K). On suppose que CP est continue par rapport o K et
que CF est de classe C' par rapport a K.
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1. Pour tous K, AK > 0 on considére un portefeuille de valeur TI} conte-
nant AK calls digitaux de strike K ainsi qu’un call européen de strike
K + AK. Soit un autre portefeuille de valeur II? contenant AK calls
digitauzr de strike K + AK et un call européen de strike K + AK.
Montrer que pour tout t € [0,T] on a
I > C*(t, 5, K) > I},
s . D _ 0CE(t,58,K)
2. En déduire que C(t, S, K) = — ="
3. Supposons que Sy suit le modéle de Black-Merton-Scholes ; trouver ex-
G HG

plicitement la stratégie x qui réplique G en fonction de K, T, o, u,r

et de la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.

Exercice 3.7 Soit T > 0 et CE(t,a:) le prixz d’un call européen de maturité
T, strike K a linstant t < T et lorsque le prix Sy du sous-jacent est égal
d x. Le sous-jacent est supposé suivre le modéle de Black-Merton-Scholes.
Nous introduisons aussit un autre produit dérivé, le call digital, qui est lactif

indépendant de chemin de payoff 1s,>K ; son priz, pour Sy = x, sera noté
CP(t,x).

1. Calculer CP(t,z) et % ;

2. Donner le prixz d’une option « titre ou rien » qui est un actif de payoff
Stls,>K ;
3. Peut-on répliquer un call digital avec un portefeuille qui ne contiendrait

pas d’autre actif risqué que le call européen ¢

Exercice 3.8 Soit un marché composé d’un actif sans risque suivant la dy-

namique SY = e et d’un actif risqué suivant la dynamique de Black-Merton-

Scholes
dS;

Si
p € R,o > 0. Soit un horizon de temps T > 0 et Ty €]0,T[. Pour toutt € [0, T
on note Cy(T, S, K) le prixz a la date t d’un call européen sur S de maturité
T et strike K. Soit G un call européen de strike Ky et de maturité Ty dont

= ,U,dt + O'dBt,
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le sous-jacent est un call européen sur S de strike K et de maturité T. Son
pay-off prend donc la forme G = (Cp, (T, S, K) — K1)+.
1. Montrer que pour tout t € [0,T1] la valeur de G a la date t est donnée
par v(Ty — t,S;) ou

0_2
v(0,z) = E[efra(u(Tl, xe(T*T)”U‘/@g) — K1)4]

la fonction u(t,x) correspondant au priz d la date t du call européen
sur S de strike K et de maturité T quand le sous-jacent de cette option
est de valeur x (voir exercice page @) et g a une variable aléatoire
de loi N'(0,1).

2. Montrer que

Ll
2

v(0,2) = Ele " 0u(Ty, xer )9+”\/§9)1g>,d] — K1e"N(d)

avec

g log &+ (r — %)0
oV
ot x1 est l'unique solution de u(Th,x) = Ky et N(y) = P[Z < y] ou
Z ~N(0,1).

3. Montrer qu’en prenant § =11 —t on a
v(9, JI)—FKlefrgN(d) - F [(xea(ﬂg+J9Tgl)“22(9+91) o Ker(0+01)) 1A]

ot 6y =T—T1, g1 est une variable aléatoire de loi N'(0,1) indépendante
de g et A est défini par

2

A= {o<¢ég+ Voig) > —(log - + (r = 7)(60 + em} N{g>—d}.

4. En déduire une expression de v(1Ty —t,x) a l'aide de N et Na définie
par No(y,y1,p) =P(g <y,9+ pg1 <y1).-
5. Montrer que l’on peut répliquer l'option composée da l'aide d’un porte-

feuille ne contenant que de actif sans risque et de lactif risqué S.



Chapitre 4

Solution des exercices

4.1 Exercices du chapitre 1

Exercice Supposons que # est une stratégie auto-financée. D’apres la
formule (1.2)) page [5| pour tout £k =1,---,N on a

‘Zﬁk - ‘Zsk_l = <0tk7A'§tk> = <0tkpgtk> - <‘9tk75’tk_1>‘ (4.1)
Or, par définition, Vi, = (0,5, ) et Vi,_, = (0s, ., St,_,). Par conséquent
Vi = Vi oy = (015 St.) = (Oty_y5 Sty (4.2)
En comparant et (4.2)) on voit donc que pour tout k =1,--- , N, on a
<9tk71"§’tk71> = (0, S“tk71>. (4.3)
Réciproquement, supposons vérifiée pour tout £k =1,--- , N. Alors

Vtk - Vtkﬂ = <9tk7 gtk> - <9tk—l’ Stk71>
= <9tk7 Stk) - <9tk7 Stk71>
= <9tk7 Agtk>a

Iégalité (1.2)) page |5| en découle immédiatement.
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Exercice On peut traiter cet exercice en utilisant le corollaire page
comme dans la preuve de la proposition [I.3] page [9] Cependant, on va plutot
procéder en montrant que si I'une des inégalités de la proposition n’est pas
vérifiée on peut explicitement construire une stratégie d’arbitrage. Supposons
donc qu’avec une probabilité strictement positive il existe une date ¢ € [0, T
telle que C¢(S, T, K) > S. Considérons un investisseur qui partant d’une ri-

chesse initiale nulle suit la stratégie suivante :

i) il ne proceéde a aucun investissement tant que Cy(S,T,K) < S et ce

jusqu’a la date terminale T,

it) des que C¢(S,T, K) > S (ce qui arrive & une date indéterminée t € [0, 7T
avec une probabilité strictement positive), il vend un call sur S de
maturité T" et de prix d’exercice K et achete une unité du sous-jacent
S. Le solde de ces opérations Cy(S, T, K) — S est strictement positif et
I'investisseur le place en actif sans risque. Apres cela il ne procede plus
a aucune opération jusqu’a la date T. A ce moment 13 :
— soit I'acheteur du call décide de ’exercer, I'investisseur lui livre alors

le sous-jacent qu’il détient,

— soit 'acheteur du call décide de ne pas I'exercer.
Dans tous ces sous-cas du cas ii) la fortune finale de l'investisseur est
supérieure ou égale au montant qui a été placé sur I'actif sans risque

modifié par 'action du taux d’intérét.

Au final, en considérant les issues des deux cas i) et i) on constate que si
il existe une probabilité non-nulle qu’a un moment quelconque de [0,7] la
borne supérieure sur le prix du call n’est pas vérifiée on peut construire
une stratégie d’arbitrage. Par conséquent, I’absence d’opportunité d’arbitrage
suffit a elle seule pour impliquer, quel que soit le modele, la validité de la borne
supérieure de .

Pour prouver la borne inférieure sur le prix du call on doit prouver que pour
tout ¢ € [0,7] on a & la fois C4(S, T, K) > 0 et Cy(S, T, K) > S; — Ke (T4,
Prouvons la premieére inégalité en supposant qu’avec une probabilité non-nulle
il existe une date ¢t € [0,7] telle que Cy(S,T,K) < 0, autrement dit, dans

cette situation, I’acheteur du call recoit —C(S, T, K) au moment de son achat.
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Considérons un investisseur qui, partant d’une richesse initiale nulle, suit la

stratégie suivante :

i)

i)

il ne proceéde a aucun investissement tant que Cy(S,T,K) > 0 et ce

jusqu’a la date terminale T,

des que Cy(S, T, K) < 0 (ce qui arrive a t € [0,T] indéterminé avec une
probabilité strictement positive), il achéte un call sur S de maturité T'
et de prix d’exercice K et, ce faisant, pergoit donc —C¢(S,T, K) > 0. 1l
place cette somme en actif sans risque. Apres cela il ne procede plus a
aucune opération jusqu’a la date T'. La fortune finale de I'investisseur
est donc supérieure ou égale au montant qui a été placé a la date ¢
sur I'actif sans risque modifié par 'action du taux d’intérét puisque
Cr(S,T,K) = (Sp— K)* > 0.

Par conséquent, on a montré que si la probabilité qu’il existe ¢t € [0,7] tel

que C(S,T, K) < 0 est non-nulle on peut mettre en place une stratégie d’ar-

bitrage. Il s’ensuit que I’absence d’opportunité d’arbitrage suffit a elle seule

pour impliquer, quel que soit le modele, qu’avec probabilité égale & un on a
toujours Cy(S, T, K) > 0.

Prouvons de fagon analogue qu’avec probabilité un, pour tout ¢ € [0, 7], on

a Cy(S,T,K) > S — Ke (T Supposons donc qu’avec une probabilité non-
nulle il existe un ¢ € [0, 7] tel que Cy(S, T, K) < S—Ke~ 7T, Considérons un

investisseur qui partant d’une richesse initiale nulle suit la stratégie suivante :

i

i)

il ne procede a aucun investissement aussi longtemps que la condition
est Cy(S,T,K) > 8 — Ke "(T—1) vérifiée,

des que Cy(S,T,K) < S — Ke "=t (ce qui arrive & une date indé-
terminée t € [0,7] avec une probabilité strictement positive), il vend
a découvert une unité de S en s’engageant a la livrer a la date T et
achete un call sur S de maturité T" et de prix d’exercice K. Le solde de
ces opérations S — Cy(S, T, K) est strictement supérieur a Ke "I~
et 'investisseur le place sur l'actif sans risque. Apres cela il ne procede
plus & aucune opération jusqu’a la date T'. A ce moment 14, il dispose
d’un numéraire strictement supérieur & K et d’un call sur S de prix

d’exercice K et alors :
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— soit le prix de S en T est inférieur ou égal a K et I'investisseur peut
faire face a sa vente a découvert a ’aide du numéraire,

— soit le prix de S en T est strictement supérieur & K et alors l'in-
vestisseur utilise son numéraire pour exercer le call qu’il possede et

ainsi pouvoir livrer S.

Dans tous ces sous-cas du cas ii) la fortune finale de l'investisseur est

strictement positive.

On a donc a nouveau montré que si 'inégalité considérée n’est pas vraie avec
probabilité un on peut construire une stratégie d’arbitrage. Finalement, on a
prouvé qu’avec probabilité un les trois inégalités dans sont vérifiées pour
tout ¢ € [0,T].

La preuve des bornes sur le prix du put s’obtient en raisonnant de la méme
fagon ou encore en partant de I’encadrement du prix du call et en utilisant la
relation de parité Call-Put (proposition page E[)

Exercice On commence par prouver la convexité du prix du call par
rapport au prix d’exercice et pour cela on considére une date ¢ € [0, 7], deux
prix d’exercice K1, K9 > 0 et A € [0, 1] pour lesquels il s’agit donc de montrer

que
Cy(S, T, MK + (1 — N Ky) < ACH(S, T, K1) + (1 = NCy(S, T, K2).  (4.4)

Considérons la stratégie financiére str 1 qui consiste a acheter a la date t le
call de prix d’exercice AKj + (1 — X\) K5 et & maintenir le portefeuille inchangé

jusqu’a la maturité T'. Sa valeur terminale est
Vvt — (Sp — MKy — (1 — A\)Ko) ™.

Considérons maintenant la stratégie str 2 qui consiste a acheter a la méme
date t A unités du call sur S de prix d’exercice K1 et 1 — A unités du call sur

S de prix d’exercice Ko. La valeur terminale de cette stratégie est donnée par

VR = X(Sp — K1)t + (1— \)(Sp — Ka)s.
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Comme K — (Sp — K)4 est convexe on a
(ST —AKq — (1 — )\)K2)+ < )\(ST — K1)+ + (1 — )\)(ST — K2)+

donc Vftﬂ < Vrﬁtrz d’ot V&L < Vst2 qPapres le corollaire page EI, ce qui
prouve (4.4). La preuve de la convexité du prix du put par rapport au prix
d’exercice s’obtient en raisonnant de la méme facon ou encore en partant de

la convexité du prix du call et en utilisant la proposition page [

Exercice 1. D’apres (1.1) page [2/on a Sy =5 e"(te—t0) par conséquent
Sp = 100,57 = 106 et Sp, = 112.36. Puisque Vi, = Vi,./SP. on obtient
Vi, = 10,V;, = 10 et V}, = 9.274.
2. Le portefeuille étant auto-financé, d’apres la formule (1.2]) page [5/on a

Vi = Vi + (00A5)

tl.

Or V,, = V,, donc [HOASJ W= 0%15}11 - Htllgtlo = 0 et A}, = 0 puisque
Stll = 1132 et Stlo = 1. De plus on a V;, = 0?15?0 + 0}1530 donc 0?1 = 10. De
méme on voit que Vi, — Vi, = 91}25’}2 — 025125’2511 = —0.726 donc 0,512 = 3 puisque
5’32 =0.89 et S'tll = 1.132. Comme V;, = 67, S, + 6}, S}, on obtient finalement
0f, = 6.604.

3. Une stratégie impliquant seulement ’actif sans risque et partant d’une valeur
initiale V;, = 1000 conduit a une valeur finale de V;, = 1123.6.

Exercice 1. Pour tout kK = 1,--- , N la valeur du portefeuille & la date
tp—1 est Vi, = (0t,_,,St._,). Puisque a chaque date l'investisseur décide
d’une ré-allocation de sa richesse en en placant la moitié sur I'actif risqué on

a

Vtk—1/2 = <9tk—17 Stk—1>/2

_ 1 ¢l
- etk Stkfl

d’ou
etlk = <0tk717stk—1>/(23t1k,1)‘
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L’autre moitié de la richesse étant placée sur 'actif sans risque on voit que

‘/;fkfl/2 = <0tk—l’stk—1>/2
07 Sy

tk—1
d’ou
Hgk - <0tk—17 Stk_1>/(25gk,1)'

2. Pour tout k = 1,--- |N, V;, = 09 S?k + H}kStlk d’ou, d’apres la question

k
précédente,

y
Vie = ey Sh+

tp—1

1S 1 S}
Vi <2SOk Tasr )

tp—1 tk—1

Vtk71
251

tp—1

1
S,

Exercice 1. D’aprés la définition page [193] on doit vérifier que deux
conditions sont remplies

i) pour tout n > 0 on a E[|X,|] < co. D’aprés l'inégalité triangulaire, pour
tout entier n > 1 on a | X, | < >°7_; [&| donc

E[[Xn] < D E[&]]
k=1

= nE[|&]]
< o0
puisque &1, ...,&, ont tous méme loi et que cette loi est de variance finie.

it) pour tout n >0 on a E[X,41|F,] = X,. Ici, pour tout n >0

EXnt1|Fn] = El&i+ -+ &l Fal
= E[&+ -+ &l Fn] + E[6nt1| ]
= &G+ + &+ E&4]
- X,

ou E[§ + -+ &n|Fn] = &1+ - + &, car les variables aléatoires &1, . . ., &, sont
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Fn-mesurables et E[¢,11|F,] = E[€,+1] = 0 car &,41 est indépendante de F,
(proposition page [192)).

2. Pour tout n > 0 on a

E[X7 11 Fa] = El&+ -+ &)’ | Fal

= E[(&+- 4 &)+ 2601 (64 + &) + &y | Tl
E[(61+ -« + &n) | Fn) + E26n1 (61 + -+ + &) Fu] +

E[&h 1| Fn]

= (E+ &)+ 2E+ o+ E)Eléns1|Fa] + E[E2,]

X7+ E[E?ﬂrl]

ot E[26n1(&1+++ &) Fn] = 2(61++ +&n)E[&nsa | Fn] = 0 car &+ +&)
est Fp,-mesurable (proposition page . Supposons qu’il existe une suite
(an)n>o0 telle que ag = 0 et (X2 — an)n>0 soit une martingale et montrons
que cette suite est nécessairement unique. Si (be —ap)n>0 est une martingale,
pour tout n > 0 on a IE[X2

a1 — Ong1|Fn] = X2 — ay,. Par ailleurs

E[X7 ) — anp1|Fn] = E[X71Fn] — anga
X7+ E[572L+1] — Qpt1

donc pour tout n > 0 on a apy1 = an + E[E2,4] ce qui ajouté au fait que
ap = 0 détermine (ay)n>0 de facon unique. Réciproquement, prouvons qu’en
prenant ag = 0et a, = Y 1, E[fi] on obtient une suite croissante (an)n>0 € R
telle (X2 — a,,)n>0 soit une martingale. Pour tout n > 0 la variable aléatoire

X2 — ay, est clairement intégrable et on a de plus

E[Xg—i-l - CLn+1|‘7:n] = E[X1%+1|]:n] — Qn+1
n+1

= Xy +EE ] - > EER
k=1

n

— X2- Y EE - X2 -,
k=1

alors que la suite (ay,)n>0 est clairement croissante.
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3. On commence par établir que E[X,,11Y,,4+1|G,] = X,.Y,, + E[{n+17m+1] pour
tout n > 0. En effet, pour tout n > 0, puisque X,, et Y, sont de carré intégrable
alors X,,Y,, est intégrable (par Cauchy-Schwartz) et

EXni1Yn41lGn] = E[(&+ -+ + &)+ + 1nt1) ]G
= E[(&+-+&)m+ -+ mm)lGnl
FE[En1(m + -+ +10)1Gn)
FE[Nng1(&1 + -+ + &) |Gn]
+E[§n+17m+1]Gn]
= G+ +&)m++m)
+(m + -+ 1) E[§n+1]Gn]
+(&1 4 + &) EMn11|Gn] + Elént11n+41]
= XnYy +E[ln10n+1]

d’apres la proposition page Supposons qu'il existe une suite (dp,)n>0
telle que dp = 0 et (X, Y}, — dy)n>0 soit une martingale et montrons qu’elle est
nécessairement unique. En effet, si (X,,Y;, — dy)n>0 est une martingale, pour
tout n > 0 on a E[X,,11Y,+1 — dny1]Gn] = XY, — d,, et par ailleurs

E[Xn-i-lyn—i-l - dn—i—l’gn] = E[XN-&-lYn—&-l‘gn] - dn+1
= XY, + E[§n+177n+1] —dpt1

donc pour tout n > 0 on a nécessairement dp+1 = dy, + E[&n41mn+1] ce qui
ajouté au fait que dy = 0 détermine (d,,),>0 de facon unique. Réciproquement,
prouvons qu'en prenant dy = 0 et d,, = > ;_; E[&xnk] on obtient une suite
(dp)n>o telle XY, — d,, soit une martingale. D’apres l'inégalité de Cauchy-
Schwartz pour tout n > 0 on a E[|X,,Y,|] < (IE[X%]IEJ[YHQ])U2 < oo et

E[Xn—l—lyn—f—l - dn+1|gn] = E[Xn+1yn+1|gn] - dn+1
n+1
= X,Y,+ E[£n+177n+1] - Z E[gknk]
k=1

= X, Y, —d,.
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Exercice IciT = 4 et N = 2 donc At = 2. D’apres page
on a donc ¢ = 0.75. Le tableau se remplit en commencant par calculer les
quantités relatives & la date to. Par exemple pf (S}) = (S, — 100)T d’ou
P (75) = (75— 100)" = 0. Une fois les données de cette colonne complétées
on effectue les calculs correspondant & la date ¢1. Ainsi p{ (S},) et 67, (S}) se
calculent & ’aide des formules page Par exemple

Py (150) = e "2 x (q x (150 x u — 100)* + (1 — q) x (150 x d — 100)*)

et

o1 (150) = p$ (150 x u) — pf (150 x d)
2 150 x u—150 x d

Les quantités relatives a ¢y se calculent de la méme facon une fois que les

quantités relatives a t; ont été calculées. Finalement

225
125

NA
e
150
75
5/6
e N
100 75
R o
e (Sg, ) L
9tk+1 (Stk) N e
50
0
0
N

to t1 to =T
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Exercice 1. D’apres (1.8) page[16{on a ¢ = 0.6.

270
190

NA
e
180
107.272
1
e N
120 90
60.463 10
0.848 NA
e N e
80 60
34.065 5.454
0.719 0.167
N e N
40 30
2.974 0
0.136 NA
e e
20
0
NA
N
10
0
NA
to t1 to t3 =T

2. Scénario 80— 120—60—90 : a ¢ le vendeur du call regoit 34.065 (prix du

call). Pour se couvrir il doit acheter 0.719 unités de S ce qui lui cotite 57.52. 11
doit donc emprunter 57,52 — 34.065 = 23.455. A la date t1, si une unité d’actif
risqué cotite 120, le vendeur du call doit en posséder 0.848 unités pour se cou-
vrir. Il va donc en acheter 0.848 —0.719 = 0.129 unités supplémentaires, ce qui
lui cotite 0.129 x 120 = 15.48. Pour faire face a cet achat il a di emprunter ce
qui porte le total de sa dette & 23.455x 1.1+15.48 = 41,28. A la date to, si une
unité d’actif risqué cotite 60, le vendeur du call ne doit plus en posséder que
0.167 unités pour se couvrir. Il vend donc 0.848 — 0.167 = 0.681 unités d’actif
risqué ce qui lui rapporte 0.681 x 60 = 40.86. Avec cette somme il rembourse
une partie de sa dette qui a cette date s’éleve a 41,28 x 1.1 = 45.408. 1l repart
donc de ty avec une dette de 45.408 — 40.86 = 4.548. Finalement, si 'actif
risqué vaut 90 en t3, I'option sera exercée par l'acheteur. Le vendeur devra

donc livrer une unité d’actif risqué en échange du prix d’exercice de ’option,
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a savoir 80. Il devra donc se procurer 1 —0.167 = 0.833 unités de D'actif risqué
ce qui va lui cotiter 90 x 0.833 = 74.97. Par ailleurs il lui reste & rembourser
4.548 x 1.1 = 5.003 ce qui porte ses dépenses en t3 a 74.97 + 5.003 = 79.973.
Mais il percoit 80 quand ’acheteur du call procede a ’exercice de l'option : il
a pu faire face.

Scénario 80 — 120 — 60 — 30 : La stratégie de couverture est la méme puisque

la seule différence entre les deux situations n’est observée qu’a t3, moment ou
plus aucune prise de décision n’est possible pour le vendeur du call. Si le prix
de l'actif risqué a ce stade est 30 I'option ne sera pas exercée. Cependant, le
vendeur du call peut faire face a sa dette 4.55 x 1.1 = 5.003 car la vente des
0.167 unités d’actif risqué lui rapporte 0.167 x 30 = 5.01.

La théorie prévoit qu’d la date terminale le vendeur devrait équilibrer ses flux
monétaires. On voit qu’ici on s’en écarte de l'ordre de quelques pour mille.

C’est une conséquence d’erreurs d’arrondis.

Exercice On suppose que lactif risqué évolue sur un arbre trinomial : a
chaque date sa valeur peut étre multipliée par le facteur u ( « up »), le facteur
m (« middle ») ou le facteur d (« down ») avec 0 < d < m < u. Comme pour
I’arbre binomial il suffit que les v.a. Y7,..., Yy soient i.i.d. sous Q et que Q

vérifie les deux conditions

Qi = d) + Qi =m) + Q(Yi = u) = 1
dQ(Y1 = d) + mQ(Y1 = m) + uQ(Y; = u) = "2

pour que S soit une martingale sous Q. Mais ce systéme de deux équations
a trois inconnues peut admettre plusieurs solutions donc la probabilité risque

neutre peut ne pas étre unique.

Exercice Supposons que S} prends ses valeurs dans {si, ..., sy }. Pour
tout 1 < j < M on consideére 'actif contingent de pay-off G¢ = 1 Sl=s;" Le
marché étant complet G7 est réplicable et d’apres la proposition page
pour tout tx € T on a

oy = e TG .
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En particulier en prenant t; = tg on a
GI —rT —rT 1
pry = TR 1g | Fio) = ¢ TTQ(SE = 55).

On constate donc que la connaissance des prix de tous les actifs contingents
de pay-off G7 =1 §l=s; DOUS donne la connaissance complete de la probabilité
risque neutre. Si d > 1, en considérant de méme tous les actifs contingents de
payoff

QItdd — 15%:5j17” Sd=s;,> J1s---5Jd € {1, R ,M},

on voit que la connaissance des prix des ces actifs contingents en tg est équi-

valente & la connaissance de la loi jointe des Sk, ..., S% sous Q.

Exercice On commence par supposer que G est réplicable. D’apres la
proposition page pour tout t; € T la valeur en t; de l'actif contingent
p§ est donnée par e "T"WEQ[H(SE ..., SL )| F,] qui est une fonction de
St ..., St En particulier la valeur en tg de G est v = e "TEQ[G] et sa valeur
en T est qﬁ(Sto, b s Sth). Dongc, pour tout k=0,...,N—1ona

G gl 1
ptk(StO7 . ’Stk)

= E@[ ISy S| F]
= EQ[[EeTWg(SL, ..., SP)| Fir || i
= B2 [ (Sh o Sh)| Pl
= B2 [T (L mup + Lvimay) Pl (S St )| i
e_TAtEQ{ (Yis1= u}ptk+1(StO’ ) ,Stlku)
+ =Pl (St SEA)| Fu]
Puisque ptk 1(5’,50, .. ,Stlku) et p%ﬂ(Stm .. .,Sgkd) sont F, -mesurables alors

que lgy,  —y} et 1iy,  —qy sont indépendantes de Fy, on obtient 'expression
apres utilisation des propriétés élémentaires de ’espérance condition-
nelle (propositionpage. Noter que , combiné a pgv = ¢, conduit
de fagon unique, par récurrence descendante, a une famille ptcl’; ,tr € T, de fonc-

tions définies sur les valeurs possibles de (S7,...,5¢%).
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Montrons a présent, a ’aide de la famille pi,tk € T, que G est effective-
ment réplicable en considérant le probleme de sa couverture. Nous procédons
par récurrence en montrant que pour tout £k =0, ..., N lactif pg (S’tlo, cees S’tlk)
est réplicable en suivant la stratégie 6 donnée par I’énoncé. Ceci prouvera que
G est réplicable puisque pgv (S%,.... St ) =d(SE,...,81) =G. Le cas k =0
est trivial car pg (Stlo) est la constante réelle v, réplicable avec un portefeuille
de valeur v investi uniquement en actif sans risque. Supposons a présent que
nous avons montré pour k fixé que ptC,’: (S%,...,5%) est réplicable a 'aide d'une
stratégie de valeur initiale v et de the (¢ =1,...,k) définies comme indiqué;
nous montrons que ceci est encore vrai pour k + 1. D’apres page |5, nous
sommes donc a la recherche d'une variable F;, mesurable Htlk+ , telle que

e (SL, ..., SE)+6; . (St —sgkerﬁt):pgﬂ(sl Sk ).

b1 \M g4 to> k+1

1

Ceci, selon les valeurs possibles de S conduit a un systeme de deux équa-

tp41?
tions
At G (ol 1 1 1 At G 1 1 ol
e’ ptk(StO, ol Stk) + HtkHStk(u -2 = ptk+1(5t07 S Stku)
At G ol 1 1 1 At G 1 1 ol
"y (Sigs -+ -5 Si,) + 0tk+1Stk (d—e™") = ptk+1(StO’ oSy, St d)

On obtient donc

o ng(S}O, A Stlk, Stlku) - ng(Stlo, ... ,Stlk, S}kd)
bt Stlku - S}kd ’

c’est-a-dire la formule attendue pour #'. On remarque & nouveau que 0! est
égal au quotient entre la variation du prix du dérivé et la variation du produit
sous-jacent. La stratégie 6 ainsi construite permet de répliquer G ce qui conclut

la preuve.

4.2 Exercices du chapitre 2

Exercice 1. Clairement, pour tout v € R, ®p (u) = 1. Quand t >

0 la fonction caractéristique de B; s’obtient comme solution d’une équation
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différentielle. Tout d’abord remarquons que pour tout v € R le conjugué du
nombre (a priori) complexe ®p,(u) est ®p,(—u) donc ®p,(u) puisque B, est
de loi symétrique. Ainsi, pour tout u € R, ®p, (u) est un nombre réel. Ensuite,
puisque d’une part u — e**B¢ est dérivable P—presque slirement et que d’autre
part |iBie®Bt| < |By| est intégrable, il découle du théoréme de dérivabilité des
intégrales dépendant d'un parametre que ®p,(u) est dérivable en tout u € R

et que @5 (u) = E[iBye’Pt]. Une intégration par parties nous donne
q By g

/ o UT 1 z?
u) = ixre e 2t dx
B ( ) /—oo vV 27Tt
= : [temxe_iro — /oo utemxie_gdx
V27t —00 —00 V27t

= —ut®p,(u).

Ainsi ®p, est I'unique solution de 1’équation différentielle f/(u) = —utf(u)
u2

vérifiant f(0) = 1 donc ®p,(u) =e 2.

2. On a E[|By|] = 0 et pour tout a € R, E[Bylp,<4] =0.Sit>0ona

00 1 22

BBl = [ o Tt
o0 1 z2

= 2 X e_2td$

et pour tout a € R

a 1 22
E[B¢1p,<a] :/ x e 2tdx
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3. Une intégration par parties nous montre que si X est une variable aléatoire
de loi N(0,1) alors

X = [Cate ¥
E[X :/ T e 2dx
—0 2
ﬁ

7T
1 Sﬁ}w l/w , 1
— —7°%e 2 —+ 3x e zdx
[ 27 o0 —00 V2T

Comme pour tout ¢ > 0, % est de loi V(0,1) on a

By

E[BY] = tZEHﬁ

1]
= 3¢

tandis que si t = 0 ’égalité est bien siir vérifiée.

Exercice Puisque X est tel que pour tous 0 < s < t l'accroissement
X: — X, est de loi N(0,t — s) la v.a. % est de loi N'(0,1). Donc, d’apres
I'exercice 2.1]

4]

X: — X,
Vit—s

E[|X: — X[]

(t — s)*R U

= 3(t—s)°

Exercice [2.3] 1. Pour tout réel v on a

oo 1 22
E[e“X] = / evr e 2dx

oo
_ / 1 e—%(m2—2ux+u2)+%u2dl‘
—00 27T

S 1 z—u)2
= e%"Q/ S5 de (4.5)

—00 2T

1
= €2

puisque l'intégrale dans (4.5)) est 'intégrale sur R de la densité de la loi N (u, 1).
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Pour tout ¢t > 0 on a

trap OVEok
E[Soexp{oB; + ut}] = Spe'Ele” " V]

_ portrhe

alors que 'égalité demeure clairement vraie si ¢ = 0. On montre de méme que
la variance de Sy vaut S2e2#4+7°[¢7*t _ 1] pour tout ¢ > 0.

2. Pour tous 0 < s <t on a
Sy = exp{o (Bt — Bs) + u(t — s)}So exp{oBs + ps}

donc Sy = :2—255. La variable g—z est indépendante de F, car B; — By est indé-
pendante de F, puisque B est un F-mouvement brownien. On a aussi que By
est Fs-mesurable, toujours parce que B est un F-mouvement brownien. Le ré-

sultat annoncé est donc une conséquence de la formule (A.16)) de la proposition
page [193

Exercice 1. Le processus B est F-adapté et pour tout ¢t > 0 la v.a. de loi

gaussienne By est intégrable. De plus
E[Bt‘}-S] = E[Bt - Bs,fs} + E[BSU:S] = B;

car B étant un F mouvement brownien on a que B; — B, est indépendant de
Fs donc E[B, — Bs|Fs] = E[B; — Bs] = 0 et que By est Fy mesurable donc
E[B;s|Fs] = Bs. Le processus {By,t > 0} est donc une F-martingale.

2. Pour tout ¢t > 0, Bt2 — t est I'image par une application mesurable de By
qui est lui méme F; mesurable donc {B? —t,t > 0} est F-adapté. La variable

aléatoire B; étant une variable aléatoire gaussienne B? est intégrable. On a

E[B? — t|Fs] = E[(B; — Bs + Bs)* — t|F]
= E[((B; — Bs)? — 2B4(B; — Bs) + B2|F,] — t
= E[((B: — By)?|Fs] — 2E[By(B; — Bs)|F] + E[BI|F] — t
=t—s+B2—t
= Bg -5
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car By étant Fs mesurable on a E[B2|F;] = B2 et B; — B étant indépendante
de Fs on a E[Bs(B; — Bs)|Fs| = BsE[(B: — Bs)|Fs) = BsE[(B; — Bs)] = 0 et
E[(B; — Bs)?|Fs] = E[(B; — Bs)?] = t — s. Le processus {B? —t,t > 0} est
donc une F-martingale.

3. Pour les mémes raisons qu’a la question précédente le processus est F-adapté

et intégrable. De plus

E[B? — 3tBy|F,] = E[(B;— Bs+ B,)® — 3t(B; — By + By)|F.]

= E[(B; — Bs)*|Fs] + 3E[Bs(By — Bs)?|F] +

3E[B2(B; — B,)|Fs] + E[B3|F]
—3tE[(B; — Bs)*|Fs] — 3tE[Bs| F|

= E[(B; — Bs)’| + 3B:E[(B: — By)*] +
3BJE[(B; — B;)] +
B3 — 3tE[(B; — Bs)?®] — 3tB,

— 3B,(t—s) + B3 - 3tB,

= B? - 3sB,

du fait des propriétés de I'espérance conditionnelle déja utilisées a la question
précédente. Le processus { B} — 3tB;,t > 0} est donc une F-martingale.

4. Pour les mémes raisons qu’a la question précédente le processus est F-adapté.
Il découle de 'exercice que les exponentielles d’une variable aléatoire gaus-

sienne sont intégrables. De plus

E[eaBt—a%/Q’}—s] _ E[ea(Bt—B5+éB5)—a2t/2’]:S]
eaBsfa2t/2E[ea'(Bt*Bs) |fs]
_ eoBS—UQt/QE[eo(Bt—Bs)]

_o2 2(¢—
eO’Bs o t/260 (t—s)/2

6035—028/2.

Le processus étudié est donc bien une F-martingale.
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Exercice 1. Il n’y a rien & corriger : {2+ By, t > 0} est une F-martingale.
2. Pour tous 0 < s < ¢ on voit que E[2+4 By| Fs] = 2+ By # 2+ Bas. Cependant
en introduisant la filtration G = {G; = Fa;,t > 0} on voit que {2+ By, t > 0}

est une G-martingale.
By
V3

il s’agit d’un processus gaussien centré a trajectoires continues et a accroisse-

3. On va montrer que {Z%,¢t > 0} est un mouvement brownien. En effet,

ments indépendants, puisque B est un mouvement brownien. De plus, B3;— B3

étant de loi N'(0,3(t — s)), la variable aléatoire % — % est de loi N'(0,t — s)

donc {%, t > 0} est un mouvement brownien.

tB ,
51/ £t > 0} prolongé avec 0 en ¢t = 0 est un mouve-

4. On va montrer que {
ment brownien. En effet, il s’agit d’un processus gaussien centré a trajectoires
continues pour tout ¢ > 0 et a accroissements indépendants, puisque B est un

mouvement brownien. De plus, pour tous 0 < s <t

E[(tBy — sBuys)?] = E[t*B}, —2tsBy;Bys + 5 B
= 4t —8s+4s
= 4(t—s)
donc {tBTMat > 0} taBméme loi que {By,t > 0} et lim;_ g+ tB;/t =0P—ps.
4/t

Il en découle que {—5%,¢ > 0} prolongé avec 0 en £ = 0 est un mouvement

brownien.

Exercice 1. Pour tout entier n > 1 et tous réels 0 =t < t1 < --- < t,,

on a

By, 1 1 11 1 1 By, — By,_,
B, |=[0 - 01 . 1 By, — By, ,
By, 00 00 0 1 B,

Les accroissements du mouvement brownien étant des variables gaussiennes
indépendantes, le vecteur de droite est un vecteur gaussien. Il en est donc de
méme du vecteur de gauche en tant qu’image d’un vecteur gaussien par une

application linéaire. Ceci prouve que B est un processus gaussien.
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2. Puisque pour tout t > 0, By = By — By est de loi N'(0,¢) on a que E[B;] =0

Par conséquent, pour tous réels 0 < s <t, on a

var(By, B;) = E[B:Bj]
= E[(B; — Bs + Bs)Bs]
= E[(B;— ) s| + E[B?]
= E[E[(B; — Bs)Bs| Fsl] +
= E[B.E[(B: — By)|Fsl] +
= E[BE[(B; — By)]] + s

grace aux propriétés de 'espérance conditionnelle (proposisiton page|192]).

Exercice On va démontrer qu'un processus gaussien B qui est une mar-
tingale continue vérifiant By = 0 et tel que B? — t est une martingale est
nécessairement un mouvement brownien. D’apres la proposition page
il suffit de démontrer que pour un tel processus on a nécessairement E[B;] = 0
et var(By, Bs) = min(t, s). Or B étant une martingale E[B;] = E[By] = 0 et

pour tous réels 0 < s <t on a

var(B, Bs) = E[B;Bs]
= E[E[B:Bs|Fs]]
= E[B;E[B|Fs]]
= E[B]]
= E[B?—-s|+s
= E[B2-0]+s

puisque (B? — t);>0 est une martingale.

Exercice Supposons que X = {X;,t > 0} est un F mouvement brownien.
Alors pour tout A € R et tout ¢t > 0, Mt)‘ est JFi-mesurable puisque Mt)‘ est
I'image de X; par une application mesurable et |M}| = exp(\?t/2) ainsi M;
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est intégrable. Pour tous 0 < s <ton a

E [eiAXtJr*;t’}-S] - [eiA(XtX5)+*;(ts)eixxs+*;s’fs]
_ A XYy [ei,\(XtXS)Jrf(ts)’]_—s]
_ Ay [ei)\(Xt—Xs)—l-/\;(t—s)]

IAX A2
62 S—&—?s

puisque Xy — X, est indépendant de F; et que

E|:ei/\(Xt—Xs)+)‘22(t—s)} S [em(xt,s)]
=1

d’apres 'exercice Supposons a présent que X = {X;, ¢ > 0} est tel que
pour tout A € R le processus M?* est une F martingale. Alors pour tous
0<s<tettout A\eRonalE {e“‘(Xt_XS)) Fs| = e‘g(t_s). Ainsi, X; — X est
de loi N(0,t — s) et indépendant de F;. Le processus X = {X;,t > 0} étant

de surcroit continu, c’est un F-mouvement brownien.

Exercice 1. Pour tout m € N* on a

—_ Bn . Bn - Bm
T Bn - Bm
B, — B,
= Mi>1 Uk>y { k > .I‘}

—n 2

B, - B
= Mizm Uk { =

St

Or pour tout £ > m et tout 0 < s < m, B — B, est indépendant de B
donc pour tout k > m, By — By, est indépendant de F,, (Cf. Corollaire
page donc A est indépendant de Fy,. Mais A € 0(Up,>1F,) donc A est
indépendant de lui-méme : P(A) = P(AN A) = P(A)? donc P(A) = 0 ou 1.
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2. D’apres la question précédente il suffit de d’établir que P(A) > 0. Mais

on a A = {lim, % >z} = Mi>1 U {% > x} par conséquent on a que

P(A) = limy_s0 ]P’(Ukzl{% > z}) > limy_e0 }P’({% >2}) =P(X >z)ou X

est de loi N(0,1). Donc P(A) > 0 donc P(A) = 1. Ceci ne dépendant pas de

x, pour tout m on a P({lim, % > m}) = 1, donc P({mn% =o0}) =1
car P({lim,, % = 00}) = P(Ny>1 {lim,, % > m}).ELr ailleurs, (—By)i>0 est
aussi un mouvement brownien par conséquent P({lim,, _\/B%" = oo}) = 1 donc
P({lim, B2 = —oo}) = L.

3. Posons

B = {w:limBn(w) = 00 et limBn(w):—oo}.
non noVn

D’apres la question précédente on a P(B) = 1. Les trajectoires browniennes

étant continues on a B C {w: VIVx3s > T, Bs(w) = x} ce qui prouve la pro-

position [2.11| page |38/ et B C {w s Sup;> Bi(w) = oo et infi>o Bi(w) = —oo}

ce qui prouve la proposition [2.12| page

Exercice 1. Pour tous s,v € Q4,s < v,
{w € Q,t — Bi(w) est monotone sur [s,v]} C F

donc
U {w € Q,t — B(w) est monotone sur [s,v]} C F.
$,VEQ4,5<V
Soit w € F' : il existe deux réels a, f tels que 0 < a < et t — Bi(w) est
monotone sur [a, §]. Or Q4 étant dense dans R il existe v, € Q4 tels que
a<y<0<pettr— By(w) est monotone sur [, d]. Ainsi

FC U {w € Q,t — Bi(w) est monotone sur [s,v]}
5,v€Q4,s<v

d’ou I’égalité annoncée.

2. Clairement pour tout n > 1 on a A C A,, donc A C Ny>14,. Ré
ciproquement, soit w € Np>1A4,. Nous établissons d’abord que pour tous
a,f € QN 0,1},a < B on a Bg — B, > 0 : puisque o, € QN [0,1]
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il existe un entier m > 1 et deux entiers k,k,0 < k < k' < m, tels que
a =k/m et f = k'/m. Puisque w € Np>1 A4, nécessairement w € A,, donc
Bg — By = By — Bx > 0. Supposons a présent que o, 3 € [0,1],a < 3 :
il existe deux suites Ena”)nzl et (8™)n>1 d’éléments de Q N [0,1] telles que
a™ — a, 8" — [ et pour tout n > 1, ™ > «”. Ainsi, pour tout n > 1 on a
Bgn — Ban > 0. Les trajectoires browniennes étant continues on a, par passage
a la limite n — oo, Bg — By > 0. Ainsi Np>14, C A d’ou I’égalité annoncée.
3. Pour tout n > 1 les v.a. (B% — B%)izoj,._,n_l sont indépendantes donc
P(An) = P(MZy{w € Q Bini(w) - Bsi(w) 2 0})

n—1

= [IP(w € B (w) - Bi(w) > 0})
1=0

1

o0

BN

Puisque pour tout n > 1 on a A C A, on a P(A) < P(A,) par conséquent
P(A) < lim, o P(4,) = 0.
4. On a

P(E) = PHweQ, t— By(w) est croissante sur [0, 1]})
+P({w € Q, t — Bi(w) est décroissante sur [0, 1]})
= 2P({w € Q, t — By(w) est croissante sur [0,1]}) =0

puisque (Bt)efo,1] €t (—Bt)te[o,1) ont méme loi.

5. On va montrer a partir du résultat de la question précédente que pour
tous s,v € Q4,5 < v, P({w € Q, t — Bi(w) est monotone sur [s,v]}) = 0 ce
qui suffit a prouver que P(F) = 0 car F est alors une réunion dénombrable
d’événements de probabilité nulle. Ainsi, soient s,v € Q1,s < v. D’apres la

ope 1 ~ .

proposition page (Bt)iefo,1) €t (\/ﬁBt(v—s))te[o,l] ont méme loi donc
P(E) = 0 implique P({w € Q, t — B;(w) est monotone sur [0,v — s]}) = 0.

Comme (By)ic(0,0—s) €t (Bit+s — Bs)iec[o,0—s) Ont méme loi on déduit de I'éga-
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lité précédente que P({w € Q, t — Bi(w) est monotone sur [s,v]}) = 0, ce qui

conclut la preuve.

Exercice Soit T > 0. Si f : Ry — R est dérivable en un point s de
[0,T[ alors il existe un entier n > 1 tel que |f(t) — f(s)] < n(t — s) pour
t — s suffisamment petit. Ainsi, en prenant un entier £ suffisamment grand, en

posant ¢ = [ks] + 1 et en considérant les entiers j tels que 1 < j < i+ 3 on a

) = < 1FE) = F6)+ 1) - ()

Par conséquent
D = {w € Q, il existe un s € [0, T tel que t — B;(w) est dérivable en s}
vérifie

pcUUN U N {weQ,\Bi(w)—BT(w)]gk}.

n>1m>1k>m 0<i<kTH+1i<j<i+3

En posant

Fy.= U N {wen,mi(w)—&kl(wngk}

0<i<kT+11<j<i+3

ona D C J,> lim F,, . Or pour tous entiers n, k on a

PR < 7 +2) (ROX1 < 7))
< (kT+2)(1jg>3.

Par conséquent, d’aprés le lemme de Fatou, pour tout entier n > 1 on a

P(lim;, £, ) < lim, P(F}, ;) = 0 d’ott P(D) = 0, ce qui prouve la proposition.

Exercice Soit ¢ > 0. Raisonnons par ’absurde en commengant par

supposer que les trajectoires du mouvement brownien sont dérivables en ¢
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avec une probabilité non-nulle. Nécessairement

P ({w i Bea@) = Bil©) e }) > 0. (4.6)

h—0+ h

Or c’est une conséquence de la propriété d’invariance par translation (propo-
sition page [36) que ((Bitn — Bt)/h)n>0 et (Br/h)p>0 ont méme loi donc
(.6) implique

P ({w : hl—i>r€+ Bhfgw) existe }) > 0. (4.7)

D’apres la proposition page (Bn)n>0 a méme loi que (hBy/,)n>0, donc
(4.7) implique que

P <{w : hg%l+ B jp(w) existe }) >0

autrement dit que

P ({w : lim Bp(w) existe }) >0
h—o00
ce qui est en contradiction avec, par exemple, le résultat de I’exercice [2.9

Exercice 1. Pour tout entier n > 1 et tous 0 < ¢; < .- < ¢, < 1 toute
combinaison linéaire de Zi,,...,Z;, est en fait une combinaison linéaire de
By, ..., B, et By donc une variable aléatoire gaussienne puisque B est un
processus gaussien. Ainsi, Z est un processus gaussien. Pour démontrer que Z
et Bp sont indépendants il suffit, d’apres le corollaire page de montrer
que pour tout entier n > 1 et tous 0 <t; <--- <t, <1, By est indépendant
de Zy,, ..., Zy,. Le vecteur (Zy,, ..., Z;,, B1) étant un vecteur gaussien, il suffit
donc de montrer que pour tout entier 4,1 < ¢ < n,cov(Zy,, B1) =0, ce qui est

vrai puisque
E[(B; — tB1)B;] = E[B;Bi]— tE[B]]

= t—1
= 0.
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2. Pour tout t,s € [0,1],E[Z;] = 0 et

CO’U(Zt, Zs) = E[(Bt — tBl)(BS — SBl)]
= min(t,s) — st —ts +ts

= min(¢,s) — st.
3. Le processus Z est clairement gaussien et centré. Pour tout t,s € [0, 1]

cov(Zsy, Zy) = cov(Zi_,Z1 )
= min(l —¢t,1—s)—(1—39)(1—1)
= s+t —max(s,t) — st

= min(t,s) — st,

Z et Z sont gaussiens, centrés, de méme covariance : ils ont méme loi.

Exercice 2.141 On a

N

-1 ) N—1 N-1 N—-1
Z (Btk+1 - Btk) = Z BtQkH -2 Z Bthtk-H + Z BtQk
k=0 k=0 k=0 k=0

N-1 N-1 N-1 N-1

2 2 2

= Z Btk+1 B Z Btk -2 Z Bththrl +2 Z Btk
k=0 k=0 k=0 k=0

= B} —25

d’ou 257 = B%—Z]kvz_ol (Bt — Btk)2. Or, d’apres la proposition page
SN (Byy, — B;,)? tend dans L2 vers T quand |A| — 0. Ainsi S) tend vers
(B2 —T)/2 dans L? quand |A| — 0.

2.0n a
N-1 N-1
Sy = Z B, +t,4 <Btk+1 — Btk+tk+1) + Z Byt <Btk+tk+1 — Btk>
k=0 2 2 k=0 2 2
N-1 N-1
— Z B+, <Btk+1 — Btk+tk+1) + Z By, (Btk+tk+1 — Btk>
k=0 2 2 k=0 2

N-1

2
+ Z (Btk+tk+1 _Btk> .
2

k=0
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La somme des deux premiers termes tend vers (B% — T)/2 dans L? quand

|A| — 0 d’apres la question précédente. On remarque que

[ /N—1 2 T 2
E (Z (Btm+1 —Btk> —2>
2

k=0
[ (N 2 e — i
- (Z (B ‘Bfk) _Z2>
k=0 2 k=0

)

= Z var ((Btk+tk+1 — By,
k=0

or pour tout k&, 0 < k<N —1,0na

? 4 tha1 — tr )
var (Btk+tk+1 _Btk> = E (Btk+tk+1 _Btk> — <2>
2 2
(tkﬂ—tk)Q _ (tm—’fk)Q
2 2
_ 2
_ Q(tkﬂtk)
2

|
w

donc

N—-1 2
T
(Z (Btm+1 —Btk) — 2)
2

k=0

E

Nil b1 — ti\ 2

= 2 R ——

( 2 )
k=0

N—-1
< 9max [thr1 — til 3 (thrl tk)
k 2 P 2

— 0,

2
ainsi Zivz_ol <Btk+tk+1 — Btk> tend vers T/2 dans L? quand |A| — 0 si bien
2
que 0! Bty (Biy., — By,) tend vers B2/2 dans L? quand |A| — 0.
ettt
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Exercice 1. On sait que P-presque stirement s € R — Bg(w) est conti-
nue. Ainsi, P-presque stirement, th (w) est définie pour tout ¢ > 0 comme
intégrale de Riemann d’une application continue. En particulier elle est li-

mite des sommes de Riemann associées, ce qui justifie que pour tout ¢t > 0,
n—
k
th = lim, th’n P-presque stirement ou th’n = % Z B, f (t)
n n
=0

2. Pour tout entier n > 1, la variable aléatoire th ™ est une combinaison
linéaire de composantes d’un processus gaussien, c’est donc une variable aléa-

toire gaussienne. On a

E[X]™] = - S E[Bx

et
var(X]) = E[(Xf)z]

- S5 S ()1 (2)

k=0 1=0 n
2k l k

ce dernier terme étant une somme de Riemann. Comme f est continue on a

nh_}rgo var(X]) / / min(z,y) f(x) f(y)dzdy.

Ainsi d’apres la proposition page m pour tout ¢t > 0, th est une variable
aléatoire gaussienne centrée de variance fg fg min(z,y) f(z) f(y)dzxdy.
3. On considere ici la cas particulier f = 1. On a donc E {fot Bsds} =0et

E [(/Ot Bsds)Q] = /Ot /Ot min(z, y)dzdy
_ /Ot(/oyxdx)dy—l—/ot(/yty dx)dy — t;
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4. Clairement M n’est pas un mouvement brownien. En effet, pour que M soit
un mouvement brownien il faudrait par exemple que E[M?] = t ce qui n’est

pas le cas d’apres la question précédente. Par ailleurs pour tous 0 < s < ¢, on

a
S t
E[MJF,] = E| / Budu|F,] +E / Budul|F)
0 s
t
— M+ / E[B,|F.]du (4.8)
St
= Ms—i—/ Bgdu
= M+ (t — s)Bs
car

— M, étant limite presque siire de variables aléatoires F; mesurables elle
est Fs mesurable,
— on peut appliquer le théoréeme de Fubini dans (4.8). En effet, puisque

(|Bs|)s>0 est une sous-martingale on a

t t
E[/ |Bu|dulF)] — /EHBUHFS]du

t
< / E[|By|| ;] du < oo,

— (Bs)s>0 étant une martingale, pour tout u € [s,t] on a E[B,|Fs] = Bs.
On voit donc que M n’est pas une martingale non plus.

Exercice 1. Il suffit que Ly soit .7:75 mesurable, strictement positive et
finie p.s. et d’espérance 1 sous P pour que Q* donné par I’énoncé soit bien
une mesure de probabilité sur (£2, .7-'75 ) équivalente & P. Or Ly est 'image de
Br par une application mesurable, elle est donc .7-"73 mesurable. Puisque Br
est p.s. finie Ly est strictement positive et finie p.s.. Finalement L* est une
martingale d’apres un résultat de l'exercice donc E[L}] = E[L}] = 1.
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2. Soit A € FP. Puisque L est une martingale on a

Qr(A) = EP[14L7]
= E'[14E"[Lo|FP]]
= EF[14L:] = Qi(A).

3. Soit A € FP et Z une variable aléatoire bornée et Fr-mesurable. On a

EQr[1,42] = EF[14ZL7]

L
= EP[I4LEP [ 22| FP))
Ly
L
= EYLETZ |7
Ly
L
= BU[LET (2R
Ly
ce qui prouve le résultat annoncé, la derniére égalité étant une conséquence

du résultat de la question précédente.

4. 11 suffit de montrer que pour tous 0 < s <t <7T on a

EQr [ez‘u(B?—Bﬁ) I FB] = o~ Ul (t=5)/2

Or, d’apres les résultats des questions précédentes on a

EQT[ez’u(B?—B;‘)u:SB] _ E@t[em(Bt*—Bg)FsB]
= (L) "B PP L FY)
_ EIP’[ez‘u(BtA—B?)eA(Bt—Bs)—%(t—s) F5]
EP km(B@-Bﬁ)e,\(Bt—Bs)—%(t—s)]
_ E]P’[e(BthS)(/\Jriu)f(tfs)(§+i)\u)]

e—u2(t—s)/2
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ce qui permet de conclure.

4. On a que pour tout £ > 0

donc limy_yoo t ()\% — ’\2—2) = —oo puisque d’apres la proposition [2.10| page

lims o0 % =0Pp.s. et que A2 > 0. Ainsi limy_,00 Ly = 0 P p.s. ce qui explique

que 'on ne peut pas prendre T’ = oo dans le changement de probabilité.

Exercice 1. Pour tout n > 1 on a
27l 2
E[S:] = ZE KBkt - B(’f—Ut) ]
k=1 . 2n
_ oy (k- (k 1>t>
B 2n 2n

k=1

et

2m 2
UQT(Sn) = Zvar((Bth—BMt) )
" 2n

2n 2n
3 2 1 2
= 2 <22n’5 ~ o >
2 2

2. Pour tout ¢ > 0 on a

2t
B(IS" ] > ) < 527"

d’apres l'inégalité de Tchebychev.



4.2. EXERCICES DU CHAPITRE 2 127

3.0n a

{w : nl;ngo Sp(w) # t} {w : n@o |Sp(w) —t| > 0}

— 1

Ce dernier ensemble est une réunion dénombrable d’événements de probabilité

0 car pour tout m > 1 on a
- 1 - 1
w: lim [Sp(w) =t/ > —3 C limiw: |[Sp(w)—t] > —
n—o0 m m

et la majoration obtenue a la deuxiéme question avec t = 1/m implique que
P(lim {w | Sn(w) —t| > %}) = 0 d’apres le lemme de Borel-Cantelli. Ainsi S™

converge vers t presque-siirement.

Exercice 1. Pour tous 0 < s <t

E[(M; — M,)?| = E[M? - 2M;M, + M,
= E[M{] - 2E[E[M; M| Fy]] + E[M]
= E[M}] - 2E[ME[M;| F,]] + E[M?]
= E[M2 - 2E[M?] + E[M?
= E[M7] - E[M?].

2.a. D’apreés le résultat de la question précédente, pour toute subdivision A :
to=0<..-<t, =t de lintervalle [0,¢] on a

E[|M; = Mo’] = E[|M|*] - E[|Mo|*]

_ i@thiF]—EUMti_lm)

= ZEHMIZ - Mti71|2]
=1

n
= E[Z |Mti - M, , |2]
=1
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ainsi

E [(M; — Mo)?]

IN

n
E [{Sup | My, — Mti1|} Z | My, — My, |1
K3

=1

= E |:{Sup |Mti - Mtifl ’} V;f(l)(M7 A)]

2.b. Si il existe C' tel que P (V;(I)(M) < C) = 1 pour tout ¢ > 0 et toute
subdivision A : tg =0 < --- < t,, =t de l'intervalle [0,¢] on a

E {(Mt — MO)Q} < CE Hsup ’Mtl — Mt11|}:| .
Pour tout n > 1 considérons
1 -1
AP ={0=ty< ~t< < t<t=t,).
n n

Les trajectoires de M étant p.s. continues on a sup;_q _,, |[My, —My,_,| — 0 p.s.

Par ailleurs, pour tout n > 1

n
sup |Mti_Mti71‘ < Z|Mti_Mti71’
i:07...,n =1
1) n
< Vi (M, A"
< C.

On a donc E [{sup; |My, — My, ,|}] — 0 d’aprés le théoréeme de convergence
dominée, donc E [(Mt — MO)Q} =0 donc My = My P —p.s..

Exercice [2.19(1. Pour tout élément f = >0 ! arly, 1,0 de S([0,T7), Is(f)
est une combinaison linéaire de composantes d’un processus gaussien, c’est

donc une v.a. gaussienne. On a

N-1
Ells(f)] = > aE[By,, — B
k=0

=0
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ainsi que
N-1
var(Is(f)) = var(z ar(By,,, — By,))
k=0
N-1
= a%var(Btk+1 —By,)
k=0
N-1
= > aj(ters — ty)
k=0

= /OT f2(z)dx

le passage de la premiere a la deuxieme ligne se justifiant par le fait que les
variables aléatoires By, 1 — By, 0< k < N — 1 sont indépendantes.

2. Dans un premier temps on construit une application I remplissant toutes les
conditions imposées par I’énoncé. On montrera ensuite qu’'une telle application
est unique. Soit f un élément de L2([0,T]). L’ensemble S([0,7T]) étant dense
dans L2([0,T]) il existe (au moins) une suite (f,)n>1 d’éléments de S([0,T)
convergeant vers f dans L2([0,7T]). Cette suite est donc une suite de Cauchy et
on a vu a la question précédente que E[Is(fn)?] = || fullr2- La suite (Is(fn))n>1
est donc une suite de Cauchy de I’ensemble L?(Q2, F,P) donc une suite conver-
gente puisque L2(, F,P) est complet. On va noter I(f) cette limite. Elle
ne dépend pas du choix de 'approximation (fy)n>1 de f par des éléments de
S([0,T) car pour toute autre approximation (¢gp)n>1 de fona||fn—gnllr2 — 0
donc E[(Is(fn) — Is(9n))?] = 0 : (Is(fn))n>1 et (Is(gn))n>1 ont méme limite.
On constate qu’avec cette définition de I, pour tout f € S on a I(f) = Is(f)
et I hérite par passage a la limite des propriétés de linéarité de Is. De plus,
puisque pour tout n > 1,E[Is(fn)?] = ||fn||? on a E[I(f)?] = ||f||*>. Finale-
ment, supposons qu’il existe une autre application que I qui vérifie les condi-
tions données par 1’énoncé. Notons la J : il existe f € L%([0,T]) telle que
I(f) # J(f). Soit (fn)n>1 une suite d’éléments de S([0,7]) qui converge vers
f. Nécessairement (I(fy))n>1 et (J(fn))n>1 convergent vers I(f) et J(f) cha-
cune tandis que pour tout n > 1, I(f,) = J(fn) ce qui contredit I(f) # J(f).

L’application I est donc unique.
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3. Soit f € L%([0,7T)) et (fn)n>1 une suite d’éléments de S([0,T]) qui ap-
proche f dans L?([0,T]). Nécessairement pour tout t > 0 (Ljgfn)n>1 est
une suite d’éléments de S([0,T]) qui approche 1j,f dans L%([0,T]) donc
(Is(1j0,4/n))n=1 approche My(f) dans L*([0, T1). Donc la suite (Is(1jfn))n>1
converge en loi vers M;(f) et aussi p.s. le long d’une sous-suite. D’apres la pre-
miére question, pour tout n > 1 Is( Lo fn) est une variable gaussienne centrée
de variance fg f2(s)ds. Ainsi, d’aprés la propositionpageMt(f) est une
variable aléatoire gaussienne centrée de variance f(f f?(s)ds. Toujours d’aprés
la. premiére question, pour tout n > 1 et tout ¢ € [0,T], Is(lyyfn) est FP
mesurable donc M (f) est FP-adapté. Finalement, pour tous 0 < s < ¢ et tout
entierm > let0 <wup <--- <wupy < sonaque (M(f)—Ms(f),Buy,---,Bu,)
est un vecteur gaussien puisque c’est la limite dans L2((Q, F,P) de la suite de
vecteurs gaussiens (Is(1js4fn); Buys - - - Bu,, ), de matrice de covariance diago-
nale. Ainsi M;(f) — Ms(f) est indépendant de (By,, ..., By,,) par conséquent
M;(f) — Ms(f) est indépendant de F5.

4.a) D’aprés les propriétés de [; f(s)dBs vues précédemment il suffit de mon-
trer que pour tous 0 < s <t < T on a EF[L;|FB] = L. Or

B[l { [ @B [ P 17

~ exp {/0 F(u)dB, — ;/0 f2(u)du}

xE :exp {/:f(u)dBu - ;/: fz(u)du} |]:f}

= exp {/OS f(w)dBy, — ;/08 f2(u)du}
1

xE :exp {/t f(w)dBy = 5 /5 f2(u)du}] =L,

car [} f(u)dBy ~ N(0, [{ f*(u)du).
4.b) 11 suffit de montrer que pour tous 0 < s <t <7 on a

EQr [eiu(BtffBﬁ:) 1 FB] = o u(t=5)/2.
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Or

EQr [eiu(Bf—Bsf) |]:;9] EQ: [eiu(B[—Bg’) |]_—;9]

_ (Ls)—1EP[€iu(Btf—Bsf)Lt‘]_—sB]

_ Ew[em(B[_B{)ef: f)dB,—% [! f2(v)dv‘]__§;]
— EP| (B[ -BI), [ fwydB,~3 [! f2(v)dv]
Pl Gt @B f] )3 [ 52wy

efug (tfs)/2.

Exercice 1. Pour tout ¢ > 0 le processus {sin(s),0 < s < t} est dans
£2([0,t]) puisque s > sin(s) est bornée donc X; est bien définie.
2. Le processus X est un processus gaussien centré car 'intégrale stochastique
le définissant est une intégrale de Wiener, cf I'exercice précédent. Pour tous,
0<s<tona .

cov(Xy, Xs) = /0 sin?(u)du.

3. D’apres la formule d’intégration par parties on a

t

t
sin(t)Bt:/ cos(s)Bsds+/ sin(s)dBs
0

0
d’ou I’égalité demandée.

4. L’application s ~ sin(s) étant de classe C? on peut appliquer la formule
d’It6 et on obtient

t 1t
sin(By) :/0 cos(Bs)dBg — 5/0 sin(Bs)ds.

donc |t .
sin(By) + 5/ sin(Bs)ds = / cos(Bs)dBs
0 0

or pour tout t > 0, {cos(Bs),0 < s <t} est dans £2([0,¢]) donc le processus
1 st t
Y, = sin(By) + 5/ sin(Bs)ds = / cos(Bs)dBs
0 0

est une martingale.
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Exercice 1. Le processus {e?Bu, 0 < u < T} est dans £2([0, T]) car pour
tout ¢t >0

t t t
E[/ 7B ) :/ E[e*7P]du :/ 27"y, < o0
0

0 0

donc le processus M est bien défini et c’est une martingale. Ainsi
E[M;] = E[My] =0

et il découle de la propriété d’isométrie de I'intégrale stochastique que

t 1
var(My) = B[MZ) = B[ [ 27Pedu] = oo (e - 1),

2. Pour tout t > 0 on a

t t t 1
IE[/ Mgdu]:/ E[Mg]du:/ (27 _ 1)du
0 0 0 202

qui est une quantité finie. Ainsi le processus {M,,0 < u < T} est un élément
de £2([0,T]) donc le processus N est bien défini et c’est une martingale. Par
conséquent

E[N] =E[No] =0

et il découle de la propriété d’isométrie de I'intégrale stochastique que

L(e%zu 1) - L

var(Ny) = / M?2du) = / —( 20%u _ 1)du = e
0 o

202

Exercice|2.22[1. On remarque que X = fol tdWietY = fol Widt. Lav.a. X est
une 1ntegrale de Wiener, limite dans L? de X,, = Dy Lk (Bﬂ — Bk). Lav.a.
Y est une intégrale de Riemann (puisque les trajectoires de W; sont continues),
limite p.s. de la suite de sommes de Riemann Y,, = %ZZ;(% B k. La suite
(Xn)n>1 est une suite de v.a. gaussiennes, la convergence p.s. de X,, vers X
est aussi valable dans L2. Clairement pour tout n > 1 on a E[X,,] = E[Y,,] = 0,
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donc E[X] = E[Y] = 0. Ainsi cov(X,Y) = E[XY] = lim,,,» E[X,,Y},]. Or

E[X,Y,] = E Kgi (B’“—Il - Bf)) <; nz_:l B]::)]
k=0

k=0
k

= Y E|(pe-ny) ]

0<k/ <k<n—1''

b | (B BBy

0<k<k'<n—1' "

-0+ > 5o
0<k<ki<n—1' T
= Z (n—k-— 1)£2l
0<k<n—2 nen
- (n=2)n—-1) (n-2)n—-1) (n—-2)(n—1)(2n—3)
N 2n2 B 2n3 B 6n3

donc E[XY] = 1/6. L’utilisation de la formule d’Itd rend les calculs plus
simples : d’apres la formule d’intégration par parties (qui découle de la formule
d'Ttd) on a 1 x Wy = [} tdW; + [ Widt donc E[XW;] = E[XY] + E[X?]. En

utilisant la propriété d’isométrie de l'intégrale stochastique

E[XW;] = E[(/O1 tth)(/o1 dW;)] = /01 tdt = 1/2

et

E[X?] = IE:[(/1 tth)(/Ol tdW,)] = /01 2dt=1/3

0
dott E[XY] = 1/6.
2. Si X et Y étaient égales on aurait par exemple E[X?] = E[XY] alors que
E[X?] = 1/3 tandis que E[XY] = 1/6 donc X Y ne sont pas égales.

Exercice 1. On a X; = f(By) ou f(z) = 23 est de classe C?. Ainsi on

peut appliquer la formule d’It6 et ’on obtient
t t
Xf:X0+3/ deBs+3/ Byds
0 0

qui montre que (X;)¢>0 est bien un processus d’Ito.
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2. 0na S = f(t,B;) on f(t,2) = Spel=o°/Dt+or Trapplication f étant de
classe C1? on peut appliquer la formule d’Itd

Sy = f(0,0)—F/taf

0
tan
82

t 1 t
— S+ / (4 — 0%/2) Sudu + / oS.dBu+ / 528, du
0 0 0

t af
(u, By)du + /0 L (u, B,)dB,

(u, Bu)d(B)uy

t ¢
= So+/ ,uSudu—i—/ 0S,dBu
0 0

qui montre que (S¢)¢>0 est bien un processus d’It6.

3.0naY; = u(t, B;) ot u est de classe C*2. On peut donc appliquer la formule
d’'Tto

ta2

5 82(uB>d

t Ou t ou
Y; —u(O,Bo)+/0 E(S7Bs)ds+/0 %(S,Bs)dB +

qui montre que (Y;);>0 est bien un processus d’Ito.

4. On a V; = ¢(S;) mais g(z) = / n'est pas de classe C?. Cependant
\/76 (n/2—02/4)t+(0/2)By _ h(t Bt) ol h(t, .CC) _ \/Sibe(u/2_02/4)t+(cr/2)x‘

L apphcatlon h étant de classe C'1'2, en raisonnant comme a la deuxiéme ques-

tion de cet exercice, il vient

t ah t Oh
t (92h

2 Jo dx2

/S o? t o 1t (o2
tliy o2 t /o
= M§0+/ L Vudu+/ ()VudBu
0 2 8 0 2

qui montre que (V;);>0 est bien un processus d’Ito.
5.0n a Z; = f(t,5;) ou f(t,z) = e"'z? L’application f étant de classe C12

(u, Bu)d(B)u
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on peut appliquer la formule d’It6

t t t
Z, = Zo+ / rZyds +2 / " S,dS, + / e d(S),
0 0 0

qui montre que (Y;);>0 est bien un processus d’Ito.

6. D’abord remarquons que Uy = {e” f(f Tsds, t > 0} est un processus d’'Itd
puisque M; = { fg rsds, t > 0} est un processus d’'Itd et que l'application
x — e~ est de classe C?. On a

¢ ¢
Mt:M0+/ T‘SdS-i-/ 0dBg
0 0
donc d’apres la formule d’It6
t
U, = Uo—/ Usd M
0
t
- Up- / Uyrads.
0

D’apres la formule d’intégration par parties

t t t
R = UNo+ / U.dN, + / N.dU, + / (U, NV,
0 0 0
t t t
= U0N0+/ Usrstds—i—/ O'UstdBS—/ N Ugrsds
0 0 0

t t t
= U0N0+/ rsdes+/ adeBs—/ Ryryds
0 0 0

ce qui montre bien que (R;):>0 est un processus d’Ito.

Exercice D’apres la formule d’intégration par parties on a

T T
TBr :/ Btdt—i—/ td By
0 0

donc

T T
Yy = T/ dBt—/ tdB,
0 0
T

_ / (T — t)dB,.

0
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Par ailleurs, d’apres la formule de Itd on a B3, = fOT 3B%dB; +3 f(;f Bydt donc
B} = [](3B? + 3(T — t))dB.

Exercice [2.25] D’aprés le résultat de 'exercice 2.8] il suffit de montrer que
pour tout A € R le processus N* = { NP, ¢t > 0} défini par N} = M+t oot

une martingale. D’apres la formule d’'Ito
N} = 14 / N2 (ixdM, + )\st / N}M(M
= 1+m/ N2 dM,.
0

Mais N* est une martingale puisque E {fg ]N;‘|2d<M)s} =E [fg e’\QSds} < 0.

Exercice Considérons pour tout 7" > 0 et tout z € R le processus défini
par V; = u(T — t,z + B;),0 < t < T. La fonction u étant de classe C? on

peut appliquer la formule d’It6 ce qui nous conduit a

t
Vi = u(T,z)— gt(T s,z + Bs) ds—{—/ — 8,2+ Bs)dBs
0
t 52w
L Ry . B,
+5 A 89@2( s,z + Bs)ds

t ou
= u(T,z)—l—/o %(T—s,z+Bs)st

puisque u est solution de ’E.D.P. donnée dans I’énoncé. Par ailleurs, dsu étant
bornée, le processus [ g—;(T— s,z + Bs)dBs est une martingale issue de 0. Par
conséquent pour tout 0 < t < T E[u(T —t,z + B;) = u(T, z). En particulier,
pour ¢t = T on obtient u(T,z) = E[u(0,z + Br)] = E[f(z + Br)] d’ou la

représentation de u donnée dans 1’énoncé.

Exercice 1. L’E.D.S. est de la forme dS; = a(t, S¢)dt + b(t, S¢)dB; ou
a(t,z) = px et b(t,x) = ox. Ces fonctions remplissent les conditions du théo-
reme page [64] 'E.D.S. admet donc une unique solution. La solution pro-
posée est de la forme S; = f(t, B;) ot f(t,z) = Speh=o"/2t+ox application
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f étant de classe C? on peut appliquer la formule d’It6

tof tof
= Oy XU a_ aXu Xu

Si f(0,0)+/0 at(u, )du—l—/o 8x(u )X, +
1toif
2 0 81'2

¢ ¢ 1 gt
— S+ / (1 — 02/2) Sudu + / oSudBu+ 5 / 28, du

0 0 0

(u, X)) d(X )y

t t
= So+/ uSudu—i—/ oSydBu
0 0

le processus Sy est donc bien 'unique solution de I’'E.D.S. considérée.

2. E.D.S. est de la forme dry = a(t, r¢)dt+b(t, r,)dB; ot a(t,x) = a(f —x) et
b(t,z) = 0. Ces fonctions remplissent les conditions du théoréme page
I'E.D.S. admet donc une unique solution. Si (r)¢>0 est tel que proposé par

I’énoncé on a

t
dri = —arge “tdt + Bae “tdt — ace™ ™ (/ eo‘des> dt + odW;
0

t
= « <B — B —roe”%dt + Be~¥dt — oe” ™ </ eo‘deS>) dt + odW,
0
= «a(f —r)dt + cdW;.
Le processus r; est donc bien 'unique solution de I’'E.D.S. considérée.
3. L’E.D.S. considérée est de la forme dry = a(t,r)dt + b(t,r;)dB; avec les

fonctions a(t, x) = a(8 —x) et b(t,z) = o/|z|. Cette derniére fonction n’étant

pas lipschitzienne le théoréme page [64] ne peut pas s’appliquer.

4.3 Exercices du chapitre 3

Exercice 1. D’apres (3.8) page [82/on a

B t N 3 ~
Vf’e = :U/Sg + / (1 — 7)0y Sudu + / 00,5,dB,,.
0 0
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Puisque 0 € A le processus fg 00,S,dB,, est une martingale, par conséquent

BIV) = /S8 + L[ (1~ r)uSudel

et

t ~ t ~
var(‘/;x’e]) = var(/ (,u—r)@uSudu—l—/ 00,5,dBy,)
0 0

t N t -
= var(/ (1 —1)0ySydu) + UCLT(/ 00,S,dBy,)
0 0

t 5 £
—1—2001)(/ (u— r)ﬁuSudu,/ 00,S,dBy,)
0 0
t N t ~
= UCLT(/ ( — 1), Sudu) + E[/ 0260252 du).
0 0

2. D’apres le théoreme de Girsanov (théoréme page @, le processus

Bf = B + (%) t est un mouvement brownien sous Q*. Or

2
S, = Soe(“_ Z-)t+o By

2
— Spelr—TIHoB;

Le processus S; = Sgexp(oBf — %Qt) est une martingale sous Q* (voir par
exemple 'exercice page , donc Q* est une mesure de probabilité neutre

au risque.

Exercice 1. Dans le modele de Black-Merton-Scholes on a, pour tout
te€0,T]

_ x
Sy = Soe(r 5 )T +oB}

0'2 * 0'2 *
_ Soe(rfT)tJraBt +(r—%)(T—t)+o (B} —Bf)

donc ,
ST — Ste(T—%)(T—t)-‘rO'(B}—B:)

)

ou (B}):>0 est un mouvement brownien sous la probabilité Q* définie par (3.6))
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page [81} Donc

ulty) = B [0Sy - K)s) ]
r o2
7

_ g 'e_r(T—t)(m(r—“—f)(T—tHo(B%—Bt*) — K)T|S; = x]

_ g —e—r(T—t)(xe(r—"—;)(T—t)-&-a(B}—Bt*) _K)*

puisque sous Q*, B}, — Bf est indépendant de Sy = x. Comme B} — B est de

loi gaussienne centrée de variance T' — ¢ il vient

u(t,z) = /00 e—r(T—t)(xe(r—L;)(T—t)Jra\/ﬁy _ K)+Ldy

_ / e T(T—-1) (:Ee(r—%)(T—t)—i-U\/YTty _ K)e
{y=—d2}

ou

donc

u(t, IL’) _ / xe*%(y272a\/T7ty+a2(Tft)) idy
{y> d2}

_?
2

_Ke—r(T_t)/ € 2y
{y>—dz} V2m
_Yy

_ Ly—ovT=02_ L r-t) / ez
= x e 2 dy Ke dy
/{y>—dz} V2n {y>—d2} V2m

u2 _?

du — Ke (T t)/ dy
{y>—dz} V2m

= z
/{u> do—o/T—t} V2

en ayant effectué dans la premiére intégrale de la derniere ligne le changement
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de variable u = y — o+/T — t. Donc

u(t,z) = aN(dy) — Ke " T~ N(dy)

ou i
0 = log % + (r + % )(T' — 1)
! ov1l —t
et do donné ci-dessus vérifie dy = di; — o/ T — t.
2.0n a
* 02
Sr = SoegBT+(T_7)T

[

o

— SerBT-I—(M—T)T

ou B est un mouvement brownien sous P et B* un mouvement brownien sous
Q*. Donc

et on montre de la méme maniére que

10g§?+(u—"22)T>

Q*(STZK):N< U\/T

3. L’application N est infiniment dérivable et les applications (t,z) — dy et
(t,z) — dy sont de classe C1? sur [0, T[xR%. donc 'application (¢, z) — u(t, z)
est de classe C1? sur [0, T[xR%. Pour tout (t,z) € [0,T[xR% on a

Ody

§(t,x) = N(dy) + xN’(dl)% — Ke "TON/(dy)

od,
ox
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N'(dy) di—d3
Mais Wd;) =e et
d? — d3 1
% = 5(dl + do)(dy — dg)
1
= 5(2d1 —oVT —t)ovT —t
= log%Jrr\/T—t
donc

aN'(dy) — Ke " T=ON'(dy) = 0
d’ou §(t,2) = N(dy). Egalement, pour tout (¢,x) € [0, T[xR* on a

od;  N'(dy)

v(t,x) = N/(dl)% Y

et

o(t,z) = mN’(dl)% —rKe "TIN(dy) — Ke " T=IN/(dy)

ody
ot

or
Odo  0dy o

ot ot T —t
d'ott
—r(T—t) ddy / —r(T—t) N/
0(t,z) = —rKe N(d2) + = (eN'(d1) — Ke N'(dy))
ocKe (T
bl — Y
N
O.Ke—r(T—t)

= _'I"KG_T(T_t)N(dQ) — ﬁN/(dg)

Pour tout x € ]Ri on a

uWT,z) = E [(ST — K)*|Sy = m}
= (z—K)*"
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et pour tout (¢,z) € [0, T[xR*

0(t,z) + 1029;27(75, x) + raxd(t, )

2
Ke—'r(T—t)
= rKe " TON®dy) - 25— N'(d
rune ( 2) 2\/ﬁ ( 2)
1 5 o N'(d1)
S U 4N
50 % xam—&-m (d1)
1
= 3 T" 2 (N (dy) — KeT"T=IN'(dy))
+r(zN(dy) — Ke " TIN(dy))
= ru(t,x)

puisque 2N’(d;) — Ke "T=YN'(dy) = 0.

4. Nécessairement §(t,S;) = N(S;) est adapté puisque N est une fonction de
répartition et E[fOT |6(t, Sy)|?dt < T donc 6* € A.

5. Ceci découle du théoreme [3.1| page

Exercice Si G était réplicable par une telle stratégie, le portefeuille cor-

respondant vérifierait
Vil = x/Sg—i—/ (u—r)QuSudu+/ 00,S,dB,
0 0

T T
= x/Sg—i—/ (u—r)du+/ cdB,
0 0

or f(;‘r odB, = 0By donc Vy, 0 pourrait prendre des valeurs négatives avec une

probabilité non-nulle ce qui n’est pas possible.
Exercice 1. En appliquant la formule d’It6 & log Sy on obtient
¢ o2 t
log Sy = log Sy +/ (n— ?S)ds +/ osdB,.
0 0

donc
t o2 t
S; =5y exp{/ (1 — ?S)ds +/ 0sdBg}.
0 0
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D’apres l'exercice [2.19] page [73] le processus

t —
Bt*:Bt+/ <“’ T>ds
0 Os

est une martingale sur (Q, 72, Q%) ou Q* est définie par

dOx T _ 1 T _
07 :exp{/o (“ ST)dBS—2/O (s,

dP o
Donc
R ¢ o2 ¢
5 e—rtsoexp{/ (r—?s)ds—i—/ osdBY}
0 0
¢ t 52
= Soexp{/ O'Sst—/ —ds}

0 0o 2

qui est une martingale sous Q* d’apres l'exercice [2.19| page Par conséquent
Q7% est une mesure de probabilité neutre au risque et d’apres la proposition
[3-3] page [84] le prix du call & la date ¢ quand le sous-jacent vaut z est donné

par u(t,z) ou

N T o2 T
u(t,x) = e T(T-t)RQ [(So exp {/ (r— —=2)ds —i—/ UsdB;} — K)
0 2 0 n

ce qui conduit en raisonnant comme dans Pexercice [3.2] page [03] &

St:.’IJ]

u(t,x) = aN(dy) — Ke " T N(dy)

ou

0.2
L lon g (ot Gy
\/ftT o2ds

et dy vérifie dy = dy — 1/ [;" 02ds. Si t =0 on voit que la loi de
T 0.2 T
exp{/ (r— ?S)ds—{—/ osdBY}
0 0

sous Q* est la méme que celle de yB% + (r — g)T sous Q* ot v = \/fOT o2ds
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donc le prix du call sur S est donné par le prix d’un call sur un sous-jacent de
volatilité constante ~.

2. En raisonnant comme dans D'exercice [3.2] page [03| on obtient §(¢, z) = N(d;)
et

2
Ot

2/ i o2ds

3. S’il devait étre égal sur tout ¢ € [0,7] au prix d’un call sur un sous-jacent

0(t,z) = —rKe "T=IN(dy) — Ke 7T N'(d2)

de volatilité constante cette volatilité devrait étre v donné ci-dessus mais ceci

contredit par exemple la forme des delta et theta trouvés précédemment.

Exercice D’aprés le proposition page [R4] le prix du call asiatique est

donné par
* 1 (7T
p§ =R [T —/ Sidt — K .
T Jo N

L’application x — (x — K)4 étant convexe, on a d’apres I'inégalité de Jensen,

1 /7T 1 /T
f/ Sidt — K gf/ (S, — K)ydt
T 0 n T 0

1 (T oo
o< [ e TTEY (8- K)s)a,

donc

De plus, (S; = %)te[o,T} étant une martingale sous Q* et x — (v — e%)jL étant

convexe, ((S;— jfT )+)tejo,) est une sous-martingale. Ainsi pour tout ¢ € [0, 7]

on a
. 78 K
—rTRQ _ Q| (2t _ 2
TR (5, - K),| < E [(eﬁ erT)J

* ST K
< | |(PT _ 8
— E [(erT erT)+‘|

= ¢ TEY (S - K).)

donc p§ < e "TEQ" [(Sr — K)4] ce qui prouve le résultat annoncé.
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Exercice 1. La valeur finale du call européen de strike K est (Sp — K)*.
La valeur finale de IT* est I} = AK1g,.>x + (S — (K + AK))™". La valeur
finale de I1% est 113 = AKlg,>kiax + (St — (K + AK))*. Distinguons 3

cas :

— si 87 < K alors Il = C¥(T, S, K) = 1% = 0,

— si K < Sr < K+ AK alors IIL = AK, C¥(T,S,K) = St — K < AK
et 12 = 0 donc T}, > C¥(T, S, K) > 1%,

—si S7 > K + AK alors II}, = AK + Sp — K — AK = Sy — K,
CE(T,S,K) = Sy — Ket1I2 = AK+Sr—K—-AK = Sy — K
donc I}, = CE(T, S, K) =TI2..

Ainsi, dans tous les cas, IIL. > CF(T, S, K) > TI2 donc en A.O.A. pour tout
te[0,T)onall} > CH(t, S, K)>TI7.

2. D’apres la question précédente, pour tout ¢ € [0,7] on a
AKCP(t,5,K)+ CP(t,8,K + AK) > C¥(t,S,K) >

> AKCP(t,8,K + AK) + CP(t,5 K + AK)

donc
CP(t,S,K)—CF(t,S, K + AK)

AK

CP(t,8,K) >

et
CE(t,S8,K)— CE(t,S, K + AK)

> P )
NG > CP(t, S, K + AK)

Comme CP est continue par rapport & K et CF est de classe C' par rap-
port a K, en prenant dans les inégalités ci-dessus la limite AK — 0 il vient
CP(t, S, K) = —2C2 LK)
3. Dans le modele de Black-Merton-Scholes CE(t, S, K) = u(t,S;) ou u est
donnée par

u(t,z) = 2N(dy) — Ke " T"IN(dy)

avec ,
Clog g+ (r+ )T —1t)

d
! oI —t
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et do = dy — o/T —t. Donc CP(t, S, K) = v(t,S;) ot v est donnée par

ot = i)
= —xN’(dl)% + e_r(T_t)N(dz) + Ke—r(T—t)N/(d2)%.
Or % = % donc
o(t,z) = e "TIN(dy) + gcllé [J;N/(dl) _ Ke—r(T—t)N/(dQ)}

— €_T(T_t)N(d2)

car zN'(dy) — Ke "T=YN'(dy) = 0, voir la correction de l’exercice page
Ayant ainsi obtenu une expression pour la valeur du call digital on en déduit

la stratégie de réplication en raisonnant comme dans la preuve du théoréme
page En particulier 2& = v(0, Sp) et pour tout ¢t € [0,7[ on a

ov
etG = %(T7 St)

ou

Mgy = 022N,

3m( ox
1
— —T(T—t) N/ d )
c xo 1T —1t (d2)

Exercice 1. Le prix en ¢ du call digital quand le prix du sous-jacent est

x est donné par

u(t,z) = e "TNQY(Sr > K|S, = )
_ e*T(T*t)@*(xeo(BT*Bt)Jr(T*%)(T*t) > K)

M

= ¢ "T"IN(dy)

et %(t,x) = 6*7"(Tft)N’(d2)M\/lﬁ ot N et do sont les quantités déja vues a
'exercice [3.2] page

2. En raisonnant comme dans 'exercice [3.2] page [93| on obtient que le prix en
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t de 'option « titre ou rien » quand le prix du sous-jacent est x est donné par

u(t,z) = e "TIEY [Splg, 5 k]S = 2]

3. D’apres Pexercice [3.2] page [03] on peut couvrir un call européen & l’aide d'un
portefeuille comportant N(d;) unités de lactif risqué et d’apres la premieére

question de cet exercice on peut couvrir un call digital a ’aide d’un porte-

feuille comportant e~ (T~ N’ (d2) m\/lﬁ unités de lactif risqué quand le prix

de celui-ci est z. Finalement, on peut couvrir une option digitale a ’aide d’un

portefeuille auto-financant ne comportant que e "IN/ (dg)m uni-

tés de call et de lactif sans risque.

Exercice 1. D’apres la proposition page [84] la valeur de G a la date
t € [0,T] quand S; = x est donnée par

EY [ "G R) = B [T (u(Ty, Sty) — K1), | F]
— EQ* [efr(T1ft) (w(Ty, St,) — K1)+ S, = 2]

2

St:$‘|
Jr

o2
= Ele " (u(Ty, el F40V09 k)],

quand 0 =Ty —t.
2. D’apreés lexercice [3.2] on a
ou

%(Tl’x) >0, iig%)“(Tlafﬂ) = Oamgl}rloou(Thx) = +00.

Ainsi il existe une unique solution & 1’équation u(7T},x) = K que l'on note

0_2
7)¢9+cn/§g> — K7 > 0 d’ott I'expression

1. Dés que ¢ > —d on a u(Tl,xe(r_
demandée.
3. On sait que pour tout t € [0,7],z > 0 on a

o2
u(t,z) = Ey, e~ (T=1) (xe(T_T)(T—t)'f‘UvT—tm ~K),
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donc

u(Tl’ II:B(T_%)@—HT\/EQ)
=E,, [e—r(T—Tl)(xe(r—‘f)0+aﬂg€(r—ff)(T—TI)+g¢ﬁgl _K)

+ >
par conséquent en prenant 8 =717 — ¢ on a
0,2
Egle ™ 0u(Ty, we=T)40V00)1
_ Ege_ro [Em e—r(T—Tl)(we(r—7)9—&-0\/596(7"—7)914-0\/@91 _ K)-i— 1g>d:|

2

- [(xea(\/éng\/agl)z(OJrGl) _ Ker(9+91)) 14].

4. On déduit de la question précédente que

2

o(T) —t,z)=E [(xea(\/@gh/ﬂgl)—"g(@wl) — Ke—r(ewl))

—§(0+91)E [60(\/59%/6’7191) 14

14| — K1e7""N(d)

=xe

—Ke "OHIE [1,] — K1e"N(d).

Or (g,91) et (—g, —g1) ont méme loi donc

61 log £ + (r — %) (0 + 61)
P(A) = Plg<d,g+{/—qn <
(4) (g 9\ g9 o~

- N (d, log 7 + (r 0}2)<0+91> \ﬁ) |

E [ea(\/gg-i-\/am)lA} —

Par ailleurs

2
/ (Va9 =5 =% 4y dg,

%(ewl)/ o~ 3(g-0V0)—L(g1—0VET)’
A

M

1
2
1
— dg d

o g agi

|
o

%(9“’1)/ L5 3n g an,
A 2T
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otl, & la derniére ligne, on a procédé au changement de variables h = g — 0/,

h1 = g1 — o+/01 conduisant a

2

{ (VOh + V/01)hy) > —(log — + (r + )(9+91))}m{h>—d—a\/§},

K
d’ou
log & + (r + 9—{—91 01
T —t = 2Ny |d K -
o(Ty — t,z) 902(+Uf U\[ 9)
,Ke—r(0+91)N2 (d, log% +(r—F)(0+61) 91)
oo Voo

—K1e7"'N(d).

5. C’est une conséquence du théoreme [3.1] page






Chapitre 5

Travaux pratiques en Octave
et Matlab

Dans ce chapitre nous présentons quelques implémentations informatiques
dans le but illustrer les chapitres précédents. Nous avons choisi le langage
Matlab® [I0] ou sa version gratuite Octave [3] pour sa facilité de programma-
tion et l'utilisation courante qui en est faite dans la pratique. Octave implé-
mente le méme langage de programmation que Matlab.

R est un autre langage, souvent utilisé en recherche quantitative en finance
et, plus généralement, en statistiques et calcul numérique [14]. Nous donnons
en Section les versions en R des implémentations précédemment données
en Matlab/Octave.

5.1 Programmes pour le chapitre

Il s’agit ici de deux programmes implémentant le calcul du prix et du
delta d’un call et d’un put européens dans le modele de Cox-Ross-Rubinstein
présenté au chapitre |1} Nous suivons essentiellement les idées de Darticle [4]
tout en les adaptant & notre situation.

Nous reprenons les notations du chapitre [I} Avec les notations du théo-
réme si G est un actif dérivé alors son prix v & l'instant 0 est e "TEQ[G].
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Par ailleurs si G est indépendant du chemin, G = ¢(S%), nous obtenons

v=¢e¢"T Z Q(Wh - wN)¢(Séucard{k:wk:u}dcard{k:wk:d}). (5.1)

W1yenesWN
Mais I’ensemble des chemins (w1, ...,wx) aboutissant au méme facteur

ucard{k:wk:u} dcard{k:wk:d} _ undN—n

N A
n) nl(N—-n)

Donc en utilisant ’équation ((1.11]) on obtient

est de cardinal

N N
v=¢e "1 Z q"(1— q)N_" <n>¢>(S§u”dN_”). (5.2)
n=0

Il suffit donc, en principe, d’implémenter cette formule. Néanmoins, celle-ci est
parfois instable du point de vue numérique car elle fait intervenir des nombres
potentiellement trop petits. Pour comprendre le probléme prenons N = 1000,
d = 0.2 et calculons d" :

1 octave:2>(0.2) 71000
2 ans_ =0

Les erreurs d’arrondi font que le résultat est considéré nul. Par contre le

calcul de log(d™) = N log(d) se fait sans probleme

1 octave:3>1000%1log(0.2)
2 ans_,=,-1609.4

N—n(N
n

Il faut donc travailler avec log (q”(l —q) )) que ’on ré-écrit comme

suit :

log (q”(l — " <ZX>> = log(N!) — log(n!) —log((N —n)!) + log(q")
+log((1—q)¥™™)

N n N—n
= Z log(k) — Z log(k) — Z log(k) + nlog(q) + (N —n)log(1 — q).
k=1 k=1 k=1
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Les programmes et implémentent de cette fagon le calcul du prix

des options call et put européennes :

Programme 5.1 — Implémentation calcul de prix pour arbre binomial

1 function,[Call,_ Put]ly=ycrr_binomial_price(Price,_ Strike,_ Rate, Time
,uSteps , Up,uDown)

AAuuuinput :

A%

A%uuuPricey-yLleyprizc,du,sous -, jacent aujourd *hui

AXuuuStrike:  le,Strike, de 1’ option

AXuuuRate: le tauz, d’ interet, sans, risque, exprime, en annees

AhuuuTime:  temps, restant, jusqu ’a, maturite, ecprime, en, annees

AhuuuSteps:,le nombre, de, pas, de, temps

© 00 N O U W N

A%uuuUp , yDown:les, facteurs ymultiplicatifs, duymodele, vers, le haut,
et bas

10

11 Zucalcule,le,delta,d’une option, pour un, modele binomial, de, ,Cox, Ross
Rubinstein, Binomial

12 J,Adaptee,de Higham SIAM Rev paper Vol . 44, uNo. 4, pp. 661-677,2002

13 ZuUtilise une, solution ezplicite, (expansion, binomiale)

14  J,Vectorisee basee, sur, les, logs, pour eviter, les erreur ,d’arrondi,
pour,les valeurs, trop petites

15

16 if (Time*Steps,==,0) /4 nous, sommes a maturite

17 Call_ = max(Price-Strike ,0);

18 Put,=_max(Strike-Price,0);

19 return;

20 end/endyif

21 dt,=,Time/Steps;

22 pu=u(exp(Ratexdt)-Down)/(Up-Down); /calcul,de,la, proba,risque neuvtre

23  JuLes,valeurs,finales

24 Finalvalue=Price*Down. ([Steps:-1:0]’) .*xUp. ([0:Steps]’);

25 Wcall,=_max(Finalvalue-Strike ,0); %call

26 Wput,=_ max(Strike-Finalvalue ,0) ; Jput

27 Juversion,log/cumsum

28 csly=ycumsum(log([1;[1:Steps]’1));

29 tmpyu=pcsl(Steps+1),-ycsly-ucsl(Steps+1:-1:1),+,log(p)*([0:Steps]’)
+ulog (1-p)*([Steps:-1:0]");

30 Call = exp(-Rate*Time)*sum(exp (tmp).*xWcall);

31 Puty=_exp(-RatexTime)*sum(exp (tmp) .*Wput);

32 end/endfunction

Exemple d’utilisation du programme ci-dessus pour le calcul du prix de I'option
proposé dans l’exercice page [22] Le premier calcul est au temps initial, le

deuxieme calcul est au temps dt pour un prix du sous-jacent de 40 :
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1 octave:1>,[Call Put], = crr_binomial_price(80,80,log(1.1)
,3,3,1.5,0.5)

Call, =, ,34.080

Put ,=,,14.185

octave:2>,[Call Put]l=crr_binomial_price (40,80,1l0g(1.1),2,2,1.5,0.5)

Call,=,,2.9752

Put ,=,,29.091

S U s W N

Les programmes et calculent la couverture de l'option (dite « le

delta » et que I'on note cependant 6) a partir de I'expression donnée dans le

théoréme [1.3]: page

Programme 5.2 — Implémentation calcul de la couverture pour arbre binomial

1 function_[DeltaCall,_ DeltaPut] =, crr_binomial_delta(Price,_ Strike, |

Rate,Time,_ Steps, Up, Down)

2 ZXuuuinput:

3 X

4 JAuuuPricey-yLeypriz,duysous -, jacent  aujourd *hut

5 JAAuuuStrike:,le Strike de,l’option

6 ZZuuuRate: le,tauz,d’interet, sans, risque, exprime, en annees

7 JZuuuTime: temps,restant, jusqu ’a maturite exprime, en, annees

8 JAAuuuSteps:,le,nombre, de, pas, de, temps

9  ZZXuuuUp,Down:les,facteurs ymultiplicatifs, duymodele, vers, le haut,
et bas

10

11 ZZucalculeyle,delta,d’une option, pour un, modele binomial, de, Cozy
Ross, ,Rubinstein Binomial

12 JZyutiliseylayfonction, crr_binomial_price

13

14 if (Timex*Steps,==,0) % nous, ,sommes a, maturite

15 DeltaCall,=_ Price>=Strike; /call

16 DeltaPut,=_Strike>=Price;/put

17 return;

18 endfend,tif

19 dty=yTime/Steps;

20 diffprice=Price*(Up-Down);

21 [callupyputupl=crr_binomial_price(Price*Up, Strike,_ Rate, Time-dt, |
Steps-1,,Up, Down);

22 [calldown,putdown]=crr_binomial_price(Price*Down,_ Strike, Rate,
Time-dt, Steps-1,,Up, Down);

23 DeltaCally=_(callup-calldown)/diffprice;

24 DeltaPut,=_(putup-putdown)/diffprice;

25 end/endfunction
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Exemple d’utilisation du programme ci-dessus pour le calcul du delta de I'op-
tion dans l'exercice |1.8| page Le premier calcul est au temps initial, le

deuxieme calcul est au temps dt et pour un prix du sous-jacent de 40 :

1 octave:18>,[DeltaCall  DeltaPut]=crr_binomial_delta(80,80,log(1.1)
,3,3,1.5,0.5)

2 DeltaCall_ =_,,0.71901

3 DeltaPut_ =_,-0.28099

4 octave:19>,[DeltaCallDeltaPut]=crr_binomial_delta(40,80,log(1.1)
,2,2,1.5,0.5)

5 DeltaCall_ =,,0.13636

6 DeltaPut,=,-0.86364

5.2 Programmes pour le chapitre

Construisons une réalisation d’un mouvement brownien standard dans I’in-
tervalle [0, 1]. Nous enregistrons dans un vecteur W les valeurs du mouvement
brownien aux instants ¢, = ndt, pour une réalisation donnée. Attention :
comme la numérotation des indices commence a 1 en Octave le terme W(1)
représente la valeur en t = 0, le terme W (4) la valeur en 30t et ainsi de suite.

Nous savons que les composantes W (k + 1) suivent des lois (0, t;). Une
premiere implémentation exploitant ceci est proposée dans le programme 5.3
(et sa version R ; un résultat de ce programme est présenté dans la
figure (& gauche) et il est tres éloigné de ce que l'on pense intuitivement

étre un mouvement brownien.

Programme 5.3 — Implémentation d’un calcul erroné de trajectoire brownienne

Zprogramme brownienl_fauz.m

set (0,"defaultlinelinewidth" ,20); 4 dessin, 2D, plus,gros
set (0,"defaultaxeslinewidth" ,6); Jazes, plus, grosses

set (0,"defaultaxesfontsize" ,16); Jetiquettes, des, azes
set (0, ,"defaulttextfontsize" ,18) ;.7

Zset (0, ’defaultsurfacelinewidth ’,20);,%les edges, des, surfaces, plus,

U R W N

grosses
7 JXset(0,’defaultpatchlinewidth ’,20) ;% ,concerne les surfaces plus,

complezes, (patches)

9 randn(’seed’,100);
10 T=1;,%temps,final
11 N=255;,%4nombre,de, pas, de, temps
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12 dt=T/N;y,%le,pas,de, temps
13 foryjj=1:N+1
14 W(jj)=randn(1,1)*sqrt(dt*x(jj-1));

15 end
16 plot(0:dt:T,W);
17

18 JuPour,sauvegarder,le dessin,dans un, fichier, pdf
19 JZusety,(gca, "fontsize", ,24);
20 print,-dpdf,-mono brownienl_faux.pdf

O est l'erreur ? Dans cette implémentation les composantes W (k + 1) ont
bien des loi (0, t) mais leurs covariances sont nulles alors que pour le mou-
vement brownien cov(W (k+1), W (£+1) = min(tx, t;). Pour corriger ce défaut
il suffit de se rappeler que, pour un mouvement brownien W; les incréments
Wior — Wi

simuler un mouvement brownien aux instants t,, il suffit de sommer des v.a.

n

sont des v.a. indépendantes de loi N(0,t,4+1 — t5,). Ainsi, pour

normales indépendantes de loi N (0, t,11 — ty,).

Programme 5.4 — Implémentation correcte d’un calcul de trajectoire brow-

nienne
1 Jprogramme brownienl.m
2 set(0,"defaultlinelinewidth" ,30); /% dessin 2D, ,plus, gros
3 set(0,"defaultaxeslinewidth" ,6); Jazes, plus,grosses
4 set(0,"defaultaxesfontsize" ,16);fetiquettes, des azes
5 set (0, "defaulttextfontsize" ,18) ;.7
6 /Zset(0,’defaultsurfacelinewidth’,20);,/4les edges, des, surfaces plus,

grosses

7 Jset(0,’defaultpatchlinewidth ’,20) ;% ,concerne, les, surfaces plus,
complezes, (patches)

8 randn(’seed’,100);

9 T=1;,/temps,final

10 N=255;/4nombre, de, pas, de, temps

11 dt=T/N;,%le,pas,de, temps

12 W=zeros(N+1,1);/,%ici,sera,stoque, la, trajectoire

13 W(1)=0;,%,valeur initiale

14 for,jj=2:N+1

15 W(jj)=w(jj-1)+,randn(1,1)*sqrt(dt);

16 end
17 plot(0:dt:T,W);
18

19 JyPour,sauvegarder, le dessin,dans un, fichier, pdf
20 Jsety(gca, "fontsize", ,24);
21 print,-dpdf,-mono brownienl.pdf
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La différence entre une exécution du programme et une exécution du

programme [5.3| apparait clairement dans la figure [5.1

FIGURE 5.1 — Résultats du programme (& gauche) et H (& droite). A
gauche il n’y a pas de corrélation entre les valeurs a des instants différents,
contrairement & la définition d’'un mouvement brownien.

En pratique, il est souvent utile de calculer simultanément plusieurs réa-

lisations du mouvement brownien. Il est bien str possible d’utiliser plusieurs

fois le programme précédent. Néanmoins, il est plus efficace de tout exécuter

d’un seul coup en utilisant les capacités du langage de programmation qui est

congu pour manipuler des vecteurs et matrices entieres plutét que des com-

posantes prises une par une. Voici donc un programme qui calcule plusieurs

réalisations simultanément :

Programme 5.5 — Calcul d’une trajectoire brownienne, version vectorielle

[ —
= O © 00 O O i W N =

[ -
=W N

Aprogramme brownien2.m

set (0,"defaultlinelinewidth" ,15); %, ,dessin, 2D, plus, gros
set (0,"defaultaxeslinewidth" ,6); Jazes, plus, grosses

set (0,"defaultaxesfontsize" ,16); Jetiquettes, des, azes
set (0, ,"defaulttextfontsize" ,18) ;.7

randn(’seed’ ,100) ;

T=1;,/%temps, final

N=255;,/nombre de, pas, de, temps

M=30;_,/nombre, de realisations

dt=T/N; /% leypas, de, temps

W=zeros (N+1,M) ;

randn("seed" ,100) ; Jpour,generer, toujours,la, meme, trajectoire,
dW=randn (N+1,M) *sqrt (dt); Jles, increments, du, ,mvt, Brownien
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15 Wy=,cumsum(dW); flay fonction, cumsum,fait, la,somme, cummulative, par,
colonne,  c’est,  le browntien

16

17 Jaffichage

18 sety(gca,,"fontsize",,24);

19 plot(0:dt:T,W);

20 Jsauvegarde,du,graphique,sous, forme, pdf

21 print,-dpdf,-mono brownien2.pdf;

Le résultat du programme (voir aussi la version R [5.13)) est donné dans

la figure a gauche.
Continuons en simulant des trajectoire de solutions d’E.D.S. Considérons

{X¢,t > 0} un processus qui vérifie I'E.D.S. (2.16]) page Nous utilisons le
schéma numérique d’Euler-Maruyama (voir [5] pour une présentation détaillée)
qui conduit & une approximation Y;, d’une discrétisation X, de {X¢,t > 0}.

Les Y;, sont définis récursivement par

Yb = )(Oa
Yoo = Yo, + atn, Y1, ) (tnt1 — tn) + b(tn, Ytn)(thH - Wi,).

Ci-dessous un programme pour un modele de type Black-Merton-Scholes,
qui suit donc 'E.D.S. (3.2)) (page|79) c’est-a-dire que a(t, X) = uX et b(t, X) =
oX (voir pour la version R). Ce programme est facile a adapter a des

situations plus générales ou, par exemple, p et o varient dans le temps .

Programme 5.6 — Implémentation du calcul d’une trajectoire Black-Merton-

Scholes par Euler-Maruyama

1 Jprogramme, sousjacent.m

2 set(0,"defaultlinelinewidth" ,15); /%, dessin, 2D, ,plus,gros
3 set(0,"defaultaxeslinewidth" ,6); Jazes, plus, ,grosses

4 set(0,"defaultaxesfontsize" ,16);Jetiquettes,  des, azes

5 sety (0, ,"defaulttextfontsize",18);,/%

6

7 randn(’seed’ ,100);

8 T=1;u/temps,final

9 N=255;,/nombre,de pas, de, temps

10 M=30;_,%4nombre, de, realisations

11 dt=T/N; % leypas,de, temps

12 mu=0.1;,%,tauz, de rendement annualise

13 sigma=0.25; /%, volatilite, dans, Ll ,evolution, Black-Scholes
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14 80=100;%4yvaleur, initiale, du,sous-jacent

15 S=zeros(N+1,M);

16 S(1,:)=S0;,/%%nitialisation, de la ,valeur

17 randn("seed" ,100); /pour,generer, toujours,la, ,meme, trajectoire,
18 dW=randn(N+1,M)*sqrt(dt);fles, increments, du, mvt, Brownien

19 foryjj=2:N+1

20 Jyci-dessous utilisation,du,schema Euler Maruyama

21 S(jj,:)=uS(jj-1,:)u+umuxS(jj-1,:)*dty+ysigma*S(jj-1,:) .*xdW(jj-1,:);
22 end

23

24  Jaffichage

25 sety(gca, "fontsize",24);

26 plot(0:dt:T,S);

27 Jusauvegarde, du,graphique, sous, forme pdf

28 print,-dpdf,-mono,sousjacent.pdf;

Il convient de noter la multiplication « S.*dW » qui permet de multiplier

deux vecteurs ligne composante par composante.

FI1GURE 5.2 — Exécution du programme (gauche) et (droite, u = 0.10,
o =0.25).

5.3 Programmes pour le chapitre

Le programme implémente la formule (3.12) page et une formule
analogue pour le put; le programme ci-dessous calcule la couverture (« le

delta ») des options call et put européennes (Matlab dispose de programmes
remplissant ces fonctions dans son « toolbox finance » ). Se reporter aux listings
et pour les versions en langage R de ces programmes.
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Programme 5.7 — Implémentation du calcul du prix Black-Merton-Scholes

1 function,[call,put]l=_ blsprice(Price,Strike,Rate,TimeToMaturity,
Volatility ,DividendRate)

AAuuuinput :

s

AAuuuPricey-yLeypric,du,sous -, jacent jaujourd *hut

AXuuuStrike:  le Strike de Ll ’option

A%uuuRate: le taue, d’ interet  sans, risque, exprime, en annees

N O U R W

AhuuuTimeToMaturity: temps yrestant, jusqu ’aymaturite exprime en,
annees

AhuuuVolatility:yvolatilite

9 JZuuuDividendRate,=,le tauvz, continu,de, dividendes; s’ il manque, il

est, pris, zero_count

10

11 Jumet,le,dernier argument, (dividendes) a,zero

12  if,(nargin,==,5),;,DividendRate=0;,end;

13

14 if,,(TimeToMaturity==0)_/%4,l’option est, deja, expiree

15 Luuuuuuucall = max(Price-Strike ,0);

16 Luuuuuuuputyu=umax (Strike-Price,0);

17 else

18

19

20 d1,=_log(Price./Strike)+(Rate-DividendRate +, Volatility. 2/2) .%
TimeToMaturity;

21 d1,=_d1./y(Volatility.*_ sqrt(TimeToMaturity));

22 d2,=_,d1-(Volatility.*_ sqrt(TimeToMaturity));

23

24 di(isnan(dl)),=,0;/met, a,zero, les, divisions par, zero ou, calculs, pas
pdefinis

25 d2(isnan(d2)),=,0; % idem

26

27 call_, = Price.* exp(-DividendRate.*TimeToMaturity),.*ynormcdf (,,d1)-
Strike.* exp(-Rate.*TimeToMaturity),.* normcdf (,d2);

28 putyy=,Strike.*_ exp(-Rate.*TimeToMaturity)y.* normcdf (-d2)-Price.x*
exp(-DividendRate .*TimeToMaturity),.*ynormcdf (-d1);

29 end

30

31 end

Programme 5.8 — Implémentation du calcul du delta Black-Merton-Scholes

1 function,[call,put]l=_ blsdelta(Price,Strike,Rate,TimeToMaturity,
Volatility ,DividendRate)
2 ZXuuuinput:
s

4 XluuuPricey-yLeypriz,du,sous -, jacent aujourd *hut
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5 ZAuuuStrike:, le Strike deyl’option

6 ZZXuuuRate: le tauz,d’interet, sans, risque, exprime, en annees

7 XluuuTimeToMaturity: temps, restant, jusqu’a maturite ecprime en,
annees

8 JAuuuVolatility: volatilite

9 JZZuuuDividendRate, =, le, tauz continu,de dividendes; s’ il manque il
est, pris, zero_count

10

11 Jumet,le,dernier argument,, (dividendes) a,zero

12 if,(narginy==_,5),;yDividendRate=0;,end;

13

14 if (TimeToMaturity==0)_,/,l’option est, deja, expiree

15 LLuuuuuwwcall = Price>=Strike; /% 1, si,,c’est, dans, la monaie, zero,
sinon

16 Luuuuuuuputyuu=uPrice<=Strike;,/, pareil pour,le put

17 else

18

19

20 di1,=_,log(Price./Strike)+(Rate-DividendRate+ Volatility. 2/2) .%
TimeToMaturity;

21 di,=4,d1./,(Volatility.*,sqrt(TimeToMaturity));

22 d2,=_,d1-(Volatility.*_ sqrt(TimeToMaturity));

23

24 di(ismnan(dl)),=.,0;/ met, a,2zero, les, divisions, par, zero ou, calculs, pas
pdefinis

25 d2(isnan(d2)),=,0;%idem

26

27 call, = exp(-DividendRate.*TimeToMaturity),.*ynormcdf (,d1);

28 putyu=u-exp(-DividendRate.*TimeToMaturity),.*,normcdf (-d1);

29 endy/Z end,if

30

31 endy/yend,function

Ci-dessous une exécution avec o = 0.25, r = 0.03, Sop = 100, K =100, 7T =1:

© 00 N O Ut s W N

—_
[en]

octave:20>,[prixcall prixput]=_blsprice(100,100,0.03,1.0,0.25)
prixcall,=_11.348

prixputy=yu8.3930

octave:21>,[deltacall deltaput]=,blsdelta(100,100,0.03,1.0,0.25)
deltacall =,,,0.59677

deltaput=,-0.40323

octave:22> ,deltacall -deltaput

ans =41

octave :23>,prixput+100,-,100*xexp (-0.03%1)

ans_=_,11.348
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Comme prévu la différence entre les delta du call et du put est 1; par ailleurs
les prix du call et du put satisfont la relation de parité (|1.5)) page @

5.4 Versions R des programmes

Pour le lecteur plus habitué a utiliser le langage R [I4] nous donnons ci-

dessous les versions R des programmes présentés dans ce chapitre.

Programme 5.9 — Implémentation du calcul de prix pour arbre binomial

1 crr_binomial_price, <-,function(price, strike, rate, time, steps,up
,udown) {

2 #ypricey:yprizyduysous-jacentavjourd ‘hui

3 #ystrike: strike,de, l’option

4 #,rate,,: tauz,,d’interét, en années

5 #ytimeyy:yutempsyrestant, jusqu’d ymaturité exprimé, en années

6 #,steps,:ynombre,de, pas

7 #uupuuuuufacteurymuliplicatif vers,lehaut

8 #ydownyy:yfaceurymultiplicatif vers, le bas

9

10 #,calculeyleypriz,duycall et duyput, ,suryl’arbre binomial

11

12 if(timexstepsy==,0),1{

13 return(list(Call=max(price-strike,0),_ Put=max(strike-price,0)))

14 3

15 elsey{

16 dtyu<-ytime/steps

17 pu<-y(exp(ratex*dt) -ydown)/(up,-,down)

18

19 #,Les valeurs,finales

20

21 finalvalue_ <-,price*down”(steps:0)*up~(0:steps)

22 Wcall,<-,pmax(finalvalue,-,strike,0)

23  Wput,<-ypmax(strikey-yfinalvalue ,O0)

24

25 #,Version,log/cumsum

26

27 csly<-,cumsum(log(c(1l,1:steps)))

28 tmpyu<-,cslsteps+1],-,csl-yrev(csl)+ulog(p)*(0:steps)+ulog(l-p)
*(steps:0)

29

30 return(list(Call=exp(-ratextime)*sum(exp(tmp)*Wcall), Put=exp(-rate
*time) *sum (exp (tmp) *Wput)))

31 }

32
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Programme 5.10 — Implémentation du calcul de la couverture pour arbre bi-

nomial
1 crr_binomial_deltay<-yfunction(price, strike, rate, time, steps, up
,udown){
2 #yupricey:yprizydu,sous-jacent aujourd *hut
3 #ystrike:ystrikeyde,l’option
4  #,rate,,: tauz,,d’interét en années
5 #,timeyy: temps, restant, jusqu’dymaturité exprimé en années
6 #,steps,:ynombre,de pas
7 #uupuuuuufacteurymuliplicatif,vers,le haut

8 #ydownyy:yfaceurymultiplicatif vers, le bas

9

10 #,calculeyleydeltayduycallyet duyput, suryl’arbre binomial

11

12 #,ATTENTION:_ utiliseyla,fonction, crr_binomial_price

13

14 if (timex*stepsy==,0)y{

15 return(list(couverture_call=_as.integer (price>=strike),
couverture_put=,as.integer (strike>=price)))

16}

17 elsey{

18 dtyu<-,time/steps

19 diffpricey<-yprice*(up-down)

20

21 callup_putupy<-yc(crr_binomial_price(price*up,_ strike, rate, time-
dt,,steps-1,,up, down) [[1]], ,crr_binomial_price(pricex*up,
strike, rate,_ time-dt,,steps-1,,up, down) [[2]])

22 calldown_putdown<-yc(crr_binomial_price(price*down, strike,_ rate,
time-dt,,steps-1,,up,ydown) [[1]],,crr_binomial_price(price*down
,ustrike , rate, time-dt, steps-1,,up,ydown) [[2]])

23

24 return(list(couverture_call=_(callup_putup[1],-,calldown_putdown
[11) /diffprice, couverture_put=_(callup_putup [2],-,
calldown_putdown [2])/diffprice))

25 }

26}

Programme 5.11 — Implémentation d’un calcul erroné de trajectoire brow-

nienne

1

TR W N

Tu<-uluuuuuuuuuuu#temps, final

Ny, <-u255 uuuuuuu#nombre de pas de, temps
dtu<‘uT/Nuuuuuuuu#ZeupasudeutemPS
wyu<-4sqrt (dt) *(0:N) *rnorm (N+1)

plot ((0:N),w,type="1",col="red" ,main="Fausseysimulation brownien")
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Programme 5.12 — Implémentation correcte d’un calcul de trajectoire brow-

nienne
1 Tu<-uluuuuuuuuuu#temps, final
2  Ny<-4255 uuuuuuu#nombredeypas, de temps
3 dtyu<-uT/Nuuuuuuu#leypas,de temps
4 wy<-yrep(0,N+1)#iciysera, stockée la,trajectoire
5 fory(iging1:N+1) . {
6 wlilyu<-ywli-1]+rnorm(1)*sqrt(dt)
7}
8 plot((0:N),w,type="1",col="red",main="Simulation brownien")

Programme 5.13 — Implémentation du calcul d’une trajectoire brownienne,

version vectorielle

Tu<‘u1uuuuuuuuuu#tempsufinal
Nu<-u255,uuuuuuu#nombre, de pas, de, temps
Mu<-USuuuuuuuuuu#nombre de réalisations
dtu<'uT/Nuuuuuuu#Zeupasudeutemps

sy<-ysqrt (dt)*matrix (c(rep(0,M), rnorm(M*N,0,1)) , nrow=M)
wy<-,t(apply(s,1,cumsum))

0 N O Uk W N

plot ((0:N),w[1,],type="1",col="red" ,main="Simulation_ brownien")

Programme 5.14 — Implémentation du calcul d’une trajectoire Black-Merton-

Scholes par Fuler-Maruyama

Tu<-uluuuuwuuuuu#temps, final
Nu<-ubSuuuuuuuuu#nombre de pas, de temps
Myu<-USuuuuuuuuu#nombre, de, réalisations
dtu<-uT/Nuuuwuuu#leypas,de temps
muy,<-4,0.1,puuu#tauz, ,de rendement annualisé
sigma<-,0.25, ,#volatilité, dans,l’évolution Black-Scholes
S0=100,uuuuuuuu#valeur initiale, du, ,sous -jacent
su<-umatrix (c(rep(SO0,M) ,rep(0,N*M)), nrow,=M)

© 0 N O Ut W N

wyu<-ysqrt (dt)*matrix (rnorm (N*M) , nrow,=M) uu#les,increments, duy
mouvement brownien
10 fory(iying1:N+1){
11 s[,ilu<-usl,i-1] +ymuxs[,i-1]1*dt + sigma*s[,i-1]1*w[,i-1]1,#schéma, d’
Euler-Maruyama
12 3}

13 plot((0:N),s[1,],type="1",col="red",main="Simulation d’un brownieny

géométrique")
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Programme 5.15 — Implémentation du calcul du prix Black-Merton-Scholes

1

Tt W N

© 0 N o>

10
11
12
13
14
15

16
17
18

19

20
21
22
23

bls_price <-yfunction(price, strike, rate, time_to_maturity,
volatility){

wu#ouprice yuuuuuuuuuun fuPTET AU Sous —jacent jaujourd Chut

wu#ystrike yuuuuuuuuuuu iustrike deyl’option

uu#uraeteuuuuuuuuuuuuy futaue,d’interét  en années

uu#ytime_to_maturity,,:ytemps, restant,, jusqu ’dymaturité ecprimé,en,
années

vu#gvolatilityyuuuuuuuuvolatilité

uu#ycalculeyleyprizc duycall et duyput pour, le modéle, de Black, &,
Scholes

uuif(time_to_maturity,==,0){

uuuureturn(list (Call=max(price-strike ,0), ,Put=max(strike-price,0)))

uut

uuelseyd

uuuudly <-4, (log(price/strike) +,(ratey+,(volatility~2) /2) %
time_to_maturity)/(volatility*sqrt(time_to_maturity))

uuuwd2,<-4dl -, volatility*sqrt(time_to_maturity)

uuuuprix_call<-,price*pnorm(dl,0,1),-ystrike*exp (- ratex*
time_to_maturity)*pnorm(d2,0,1)
Luuuprix_put<-y,strike*exp (- ratextime_to_maturity)*pnorm(-d2,0,1) -

pricexpnorm(-d1,0,1)

uuuureturn(list (Call=prix_call, Put=prix_put))

uul

}

Programme 5.16 — Implémentation du calcul du delta Black-Merton-Scholes

1

Tt W N

© 00 N>

10
11

bls_delta,<-,function(price, strike,_ rate, time_to_maturity,,
volatility){

vu#ouprice uuuuuuuuuuuy S uPTET AU Sous —jacent yaujourd Chut

wu#ustrike yyuuuuuuuuuu fustrike deyl’option

vu#uraete uuuuuuuuuuuuy futauz,d’interét en années

uu# time_to_maturity,,:,temps, restant, jusqu’d maturité exprimé en,
années

vu#yvolatilityuuyuuuu:uvolatilité

uu#ycalcule,le delta duycall et duyput pour, ,le, modéle, de Black, &,
Scholes

puif (time_to_maturity,==,0),{
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12 uuureturn(list(couverture_call= as.integer (price>=strike),
couverture_put=_as.integer (strike>=price)))

13 Lol

14 pelseyq{

15 Luuudlyu<-4(log(price/strike) +,(rate +,(volatility~2)/2)*
time_to_maturity)/(volatility*sqrt(time_to_maturity))

16

17 Luuureturn(list(couverure_call=pnorm(dl,0,1),,couverture_put=pnorm
(-d1,0,1)))

18 Lo}

19 1}




Chapitre 6

Quelques études de cas

6.1 Couverture d’option (delta-hedging) et négocia-
tion (trading) de volatilité

Nous considérons dans cette étude de cas la situation d’un vendeur d’op-
tions qui, pour couvrir ses ventes, utilise le modele de Black-Merton-Scholes

présenté précédemment.

6.1.1 Implémentation d’une couverture de type delta-hedging

Le programme [6.1| et sa version R implémentent le delta-hedging. La
variable « cash » indique & chaque moment la valeur du compte trésorerie.
Elle est augmentée en ¢t = 0 lors de ’encaissement du prix de 'option et dé-
crémentée pour payer la construction de la couverture. Elle varie donc suivant
I’évolution du delta (6 dans la notation des chapitres précédents) calculée pour
le modele de Black-Merton-Scholes. A maturité, le « cash » est modifié lors de
la livraison et lors de la liquidation de la position de couverture sur le sous-
jacent. Le reste du temps le « cash » est capitalisé au taux sans risque r. Il
convient de remarquer que le « cash » peut prendre des valeurs négatives, ce
qui correspond a une dette. Le programme correspondant a cette stratégie est
le programme [6.1], illustré par la figure [6.1] :
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Programme 6.1 — Implémentation d’une couverture d’option (delta-hedging)

suivant le modele de Black-Merton-Scholes

© 00 N O Ut W N

LW W W N NN NDNDNININDNDDN & =2 2 e s 2 2
R 2O ©®» 0 R E R®RNR O ©Ow-IOo Ui Wik = O

33

34

35
36
37
38
39
40

Aprogramme, delta_hedging.m
Zuimplemente une, strategie de, type, delta-hedging
A

randn(’seed’ ,100);

Jdonees

T=1;,/,temps en annees

N=255%8%4; ,/,no., de pas, de, temps, jours, boursiers
dt=T/N; %, taille d’un pas, de, temps

M=1000; %, ,nombre, de, realisations, du, mvt, brownien, no., de, jscenarios
S0=100;

mu=0.1;

sigma=0.15;

S0=100;

r=0.03;

K=100;

Zinitialisation

S=zeros (N+1,M); J contient,les valeurs, du, ,sous-jacent

cash=zeros (N+1,M); /la,tresorerie du, portefeuille

S(1,:)=S0;

prix=blsprice(S(1,:),K,r,T,sigma);/priz initial

cash(1,:)=prix;

delta=zeros (N+1,M);

delta(l,:)=_,blsdelta(sS(1l,:),K,r,T,sigma); Jcalcul,du,delta
cash(1l,:)=cash(1,:)-delta(l,:).*S(1,:); paiement de, la,couverture

dW,=usqrt (dt)*randn(N+1,M);

for,jj=2:N

S(jj,du=uS(jj-1,:) .x(Lul+ymuxdt + sigma*dW(jj-1,:)u);

cash(jj,:)=cash(jj-1,:)*exp(dt*r); / capitalisation, de,lay,
tresorerie

delta(jj,:)=ublsdelta(S(jj,:),K,r, T-dt*(jj-1),sigma);/mise a,joury,
du,delta

cash(jj,:)=cash(jj,:)-(delta(jj,:)-delta(jj-1,:)).*S(jj,:)usulu
paiement, de, l’ajustement, de couverture

end

Afinyet, livraison

S(N+1,:),=,S(N,:) . *x(yl+ymuxdt + sigma*dW(N,:));

cash(N+1,:)=cash(N,:)* exp(dt*r); Jcapitalisation

cash(N+1,:)=cash(N+1,:)_,+,delta(N,:).*xS(N+1,:); fvente, de, la,
position,sur, ,sousjacent
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41 cash(N+1,:)=cash(N+1,:),- max(S(N+1,:)-K,0);/,livraison, possible,
perte

42

43  Jgraphique

44 set(0,"defaultlinelinewidth" ,15); 7, ,dessin, 2D, ,plus,,gros

45 set(0,"defaultaxeslinewidth",6);/Jazes plus, grosses

46 set(0,"defaultaxesfontsize" ,20);/etiquettes, des azes

47 set (0, ,"defaulttextfontsize" ,18) ;.7

48 colormap (gray (256));

49 hist(cash(N+1,:)*100./prix,30);,/histogramme, de,la valeur a,l”’
instant, final

50 std(cash(N+1,:)*100./prix)y/ variance du,resultat

51

52 sety(gca, "fontsize",24);

53 print,-dpdf hist_delta_hedging.pdf;

200 200

150 150

100 100
50 50
0 0

-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

FIGURE 6.1 — Exécution du programme A gauche N = 255 (ajustement
du delta une fois par jour), a droite N = 255 x84 (ajustement du delta tous
les quarts d’heure).

Notons qu’ici nous ne sommes pas dans une vision risque-neutre mais bien
dans le cadre d’un calcul de résultat (dit « Profit and Loss » ou encore P&L)
dans le monde « réel ». En pratique, la ligne qui enregistre 1’évolution du
sous-jacent ne résulte pas d’une simulation mais correspond aux cotations
du sous-jacent observées sur les marchés. La partie & gauche de la figure [6.1]
montre I’histogramme pour une exécution avec remise en conformité avec le
modele de Black-Merton-Scholes une fois par jour. La théorie nous dit que le

résultat devrait étre toujours zéro, pour toutes les réalisations. Or ceci ne
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semble pas étre le cas, certaines réalisations font état de pertes de I'ordre de
10% par rapport au prix de l'option. L’explication de cet écart réside dans
le choix de 'intervalle dt entre deux mises en conformité avec le modele (qui
lui est en temps continu, c’est-a-dire dt = 0). En effet, la partie a droite de
la figure montre I'histogramme équivalent pour des mises en conformité
avec le modele toutes les 15 minutes. On observe que la variance y est bien
moindre. Il convient de noter qu’ici nous prenons N = 255 comme étant le
nombre de jours ouvrés dans une année (pas de cotation les week-ends, jour
fériés, etc.) avec 8 heures de cotations par jour.

Si il faut tenir compte de frais de transaction alors le nombre d’ajustements
aura un impact sur la valeur finale du portefeuille. Dans la réalité, cet effet est
tellement important que les vendeurs d’options négocient rarement une seule
option : ils tentent de limiter les ajustements a faire en vendant simultanément
des calls et des puts pour arriver ainsi & une certaine insensibilité du delta
total du portefeuille par rapport aux évolutions du sous-jacent. Ceci revient a
minimiser la dérivée seconde de la valeur du portefeuille par rapport au sous-
jacent. C’est pour cette raison que cette stratégie de gestion s’appelle gestion

I'-neutre.

6.1.2 Incertitude sur les parameétres : volatilité implicite, vo-
latilité réelle, négociation de volatilité

Continuons I’étude de la couverture d’une option en nous interrogeant
sur sa robustesse par rapport a l’estimation des parametres. Ce faisant on
constatera que les options permettent de négocier la volatilité d’un sous-jacent
tout en éliminant les risques directionnels sur celui-ci.

Considérons d’abord le parameétre u. Tout vendeur d’options peut craindre
que si le sous-jacent croit beaucoup alors il aura d’importantes sommes a
rembourser a l'acheteur. La figure montre le résultat de I'exécution du
programme [6.1] pour p = 0.6. La crainte n’est pas justifiée, les résultats sont
tout aussi bons que ceux de la figure[6.1] Ceci s’explique par le fait que le prix
et le delta de 'option dans le modele de Black-Merton-Scholes ne dépendent
pas de p.
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FIGURE 6.2 — Résultat de I’exécution du programme pour = 0.6 (rende-
ment annuel 60%), N = 255 % 8 x 4.

Considérons maintenant le probléeme de l'incertitude sur le parametre o.
Plus précisément, nous considérons dorénavant que les intervenants sur le
marché estiment sa volatilité égale a un certain o mais que le marché évo-
lue avec une autre volatilité o, qui est peut-étre différente des attentes des
acteurs du marché. Le programme est donc le méme que le programme
avec comme seule différence I'introduction d’une variable o, (par exemple

sigmareel=0.5) utilisée dans le calcul de « S(jj, :) » & la place de o :

1 S(jj,:)u=uS(jj-1,:).x(ul+ muxdt +, sigmareel*dW(jj-1,:).);

Les histogrammes P&L sont présentés dans la figure Il est intéressant
de voir que lorsque ,ee; = 0.5 > 0 = 0.15 le portefeuille est toujours négatif
alors que lorsque o, = 0.05 < 0 = 0.15 le portefeuille est toujours positif.
Ce portefeuille agit donc comme un pari sur la volatilité a venir : si jamais la
volatilité a venir est supérieure aux attentes alors le détenteur du portefeuille
perdra, sinon il gagnera. Détenir un tel portefeuille permet de faire fructifier
un décalage entre ’estimation du détenteur et les estimations des autres parti-
cipants au marché. C’est un portefeuille dont 1’établissement ne comporte pas
de frais et dont la valeur finale sera positive ou négative selon le résultat du

pari.
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FIGURE 6.3 — Exécution du programme [6.1] avec 0. dans I’évolution du
sous-jacent. Ici N = 255. A gauche 0, = 0.5, & droite 0,.¢¢ = 0.05.

Comment expliquer le signe du portefeuille de couverture ? Rappelons que
le prix et le delta dans le modele de Black-Merton-Scholes sont des fonctions
dépendantes de la volatilité; les fonctions utilisées pour la couverture sont
basées sur la volatilité estimée o mais pas sur la volatilité réelle o,..;. Notons
C(t, St; 0) le prix du call de strike K. Le portefeuille considéré II; est composé
de

— —1 call de strike K,
— A7 = 05C(t, Sy; 0) parts de sous-jacent Sy,
— II; — (-1)C(t, St;0) — AJS; est investi dans I’actif sans risque.

En tant que portefeuille auto-financé II; vérifie

dll; = (—l)dC(t, St; O’) + Adet + (Ht — (—I)C(t, St; 0') — AfS’t)rdt

o A . . (0-7“(3el‘51t)2
= — (A, Si; 0)dt + DsC(t, i3 0)dS, + s C(t, S U)Tdt)

+05C(t, St;0)dS + (I + C(t, Si;0) — 0sC(t, Sy; 0)Sy)rdt. (6.1)

On rappelle que la fonction C(-,-;0) est, en tant qu’objet mathématique, une
fonction de deux variables qui satisfait 'E.D.P. (3.19)) (avec o pas o,¢¢). Par
contre (S¢)¢>0 est un processus stochastique dépendant de o, donc dans le

calcul de C(t,S¢;0) que l'on obtient en appliquant la formule d’I6 le terme
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U?eeZStQ apparait. En utilisant 'E.D.P. satisfaite par C(-,-;0) nous obtenons :

2 9 2
(= %e)7 ) 9s5C(t. Siso)dt,

dlly = rlldt + ( 5

ce qui montre que le portefeuille actualisé II, = e "*II, satisfait

- 2 2 S2
dll; = e <((M.2-reel)t) 0ssC(t, Sy; o)dt.
Mais ceci est une évolution déterministe, le seul aléa est dans la valeur de
Si. Comme pour un call dgsC(t,S;0) > 0 quelle que soit la valeur de S,

nous constatons que le signe de II; et donc le signe de II; sont complétement

2

-1~ Ceci explique que les histogrammes de la

déterminés par le signe de 02 — o

figure aient pour support des domaines a droite ou a gauche de 'origine.

6.2 Assurance de portefeuille : stop-loss et C.P.P.I.

Dans cette section on présente des techniques qui permettent de se protéger
contre certains événements percus comme indésirables dans le cadre de la
gestion d’un portefeuille contenant des actifs risqués comme, par exemple, des

actions.

6.2.1 Une fausse bonne idée : prendre le meilleur actif

Prenons l'exemple d’un gérant qui doit conseiller son client. Supposons
également que le client veut se faire conseiller entre 2 actifs risqués S' et S2.
A priori il n’est pas évident de savoir lequel choisir. Imaginons qu’arrive alors
le chef du gérant et qu’il propose la solution suivante : on garde toujours l'actif
dont le prix est supérieur au prix de I’autre. En suivant cette stratégie il se peut
qu’il y ait des pertes dues aux frais de transaction. Cependant, en principe,
cette stratégie assure qu’au terme du mandat de gestion le portefeuille sera
constitué du meilleur des deux actifs a cette date-la. L’idée proposée par le

chef du gérant est illustrée par la figure [6.4
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FIGURE 6.4 — Illustration de I'idée consistant en prendre le meilleur actif. Des
qu’un actif dépasse I'autre I'investisseur ’achete tout en vendant compleétement

celui d’en dessous.

Avant de mettre en ceuvre cette stratégie il est prudent de faire quelques

simulations. Nous supposons que S' et S? suivent des processus de Black-

Merton-Scholes :

dStl 1 1

Sitl = Mldt + O'lth s SO = 100,

d 2

% = podt + oodW?, SE =100,
t

et, pour simplifier, nous supposons que les mouvements browniens Wl et Wf
sont indépendants. Le programme (pour la version R voir implémente

et teste cette idée :
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Programme 6.2 — Implémentation d’une stratégie de type « meilleur de deux

actifs ».
1 JProgramme, etude_cas_maz.m
2 Juimplemente une, strategie de, type maz entre, devz actifs:
3 7
4 T=1;,/,temps, en annees
5 N=255;,%,no., de, pas, de, temps, jours, boursiers
6 dt=T/N;, /%, taille,d’un,pas,de, temps
7 M=1000; ./, nombre, de realisations, du, mvt,_ brownien, no., de Scenarios
8 S0=100;
9 mul=0.1;,sigmal=0.3;
10 JZmettre,a,zero,ces valeurs, pour, STOP-LOSS
11 mu2=0.15;_,sigma2=0.6;

12 /mu2=0.0;,5tgma2=0.0;

13 r=0.03;

14

15 randn(’seed’,100);

16

17 Jcreation,d’unyvecteur vide ayant N+1,lignes

18 Si,=_zeros(N+1,M);,S2, = zeros(N+1,M);

19 VvV, =_,zeros(N+1,M);V(1,:)=S0;

20 deltal=zeros(N+1,M);_ delta2=zeros(N+1,M);

21 S1(1,:)=S0;.,82(1,:)=80;/%,4initialisation, de Ll evolution, des, ss—

jacents

22 deltal1(1,:)=,0.5;,delta2(1,:)=,0.5;,%, ,choiz,, toute autre,
distribution, dl+d2=1,0k, ausst

23 foryii=2:N+1

24 S1(ii,:)=4S1(ii-1,:)+S1(ii-1,:)*mul*dt+randn(1,M)*sqrt(dt).*sigmal
. xS81(ii-1,:);u%4usimulation,  du, marché

25 82(ii,:)=4,82(ii-1,:)+S2(ii-1,:)*mu2*dt+randn(1,M)*sqrt(dt) .*sigma?2
x82(ii-1,:);

26 Jcalcul,de,la valeur, du,portefeuille

27 V(ii,:)=_deltal(ii-1,:).*S1(ii,:) + delta2(ii-1,:).*xS2(ii,:);

28 Jcalcul, du meilleur

29 decisiony=,S1(ii,:)>=,82(ii,:);

30 Jcalcul,du,nouveau, delta

31 deltail(ii,:)=_decision, .* V(ii,:),./uS1(ii,:);

32 delta2(ii,:)=y(1-decision) .* V(ii,:)y./uS2(@(ii,:) ;

33 end

34

35 JLPARTIE, GRAPHIQUE

36 colormap (gray(256)); /pour,dessiner en noir et blanc

37 Juhistogramme

38 figure(1l);,set,(gca, "fontsize",24);

39 hist(V(N+1,:)-max(S1(N+1,:),82(N+1,:)),15);

40 if(sigma2==0)
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41 print,-dpdfyhistogramme_stoploss.pdf
42 else
43 print,-dpdf histogramme_choix_meilleur.pdf
44  end;
45 Jevolution,quantite, totale d’actifs en portefeuille, pour, quelques

46
47
48

49
50

yrealisations
figure (2);,,plot(deltal (:,1:10)+delta2(:,1:10));
Zprint,-dpdfevolution_quantite_totale_choiz_meilleur.pdf
Zuevolutionuportefeuilleuparurapportuauumamuprevuupouruquelquesu
realisations
figure (3) ;uplot(V(:,1:10) ./ umax(81(:,1:10),82(:,1:10))uu);
Aprint,—dpdf ,evolution_portefeuille_choiz_meilleur.pdf

Les résultats sont dans la figure [6.5]
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FIGURE 6.5 — Résultat du programme (2 > 0, o9 > 0).

La valeur finale est toujours négative, le portefeuille perd toujours de ’ar-

gent. Pourquoi ? Nous allons le comprendre dans la section suivante.

6.2.2 Stratégie stop-loss

Simplifions la situation précédente en considérant que le prix du deuxieme

actif est constant dans le temps et notons K cette constante. Cette stratégie

revient & acheter S} lorsque il est plus grand que K et & le vendre dés qu'il

dévient inférieur & K. En pratique ceci protege des excursions dans la région

S} < K et en particulier des situations ot la valeur finale de I'actif risqué est

inférieure a K.
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Cette stratégie porte le nom de « stop-loss » car son but est de limiter les
pertes au niveau K. Si en plus il y a achat lorsque S} dépasse K elle porte

aussi le nom de « start gain ». L’idée est illustrée par la figure

\
20 B - - Stl -
15| _maX(StlyStQ) i
10 = —I‘Illll‘llllll’llllll‘IIIIII.IIIIII.‘IIIIII‘III —]
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FIGURE 6.6 — Illustration de I'idée consistant en prendre le meilleur actif.

Mais les résultats (a gauche de la figure|6.7]) sont décevants : la valeur finale
du portefeuille est toujours négative. Pourquoi? Une premiére explication est
que les pertes arrivent lorsque S} croise le niveau K ; prenons le cas ot Stlk >
K > Stlkﬂ. La vente de la position se fait au prix Stlk+1 et non au prix K comme
prévu par conséquent une perte de K — S}H , est enregistrée par rapport a ce
qu’on attendait. Cette perte arrive aussi lorsque Stl[ <K< StlH , car l'achat se
fait au prix Stle+1
du niveau K entraine des pertes. Ces pertes sont d’autant plus importantes

> K et non au prix K comme prévu. Donc chaque croisement

que lintervalle non-surveillé |ty, t511[ est important. Une premiére idée serait
de rendre ty 1 — t petit; la partie droite de la figure présente le résultat
de Vapplication d’une telle stratégie pour une longueur d’intervalle tx41 — %

beaucoup plus petite qu’avant (ajustements tous les quarts d’heure plutot
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que tous les jours). Cependant, le résultat final n’est pas meilleur. Puisque les
pertes unitaires sont moins importantes il se peut qu’il y en ait plus, entrainant
un phénomeéne de « compensation » : de moindres pertes a chaque croisement
combinées a un plus grand nombre de croisements. Ceci est plausible puisque
le mouvement brownien est récurrent : il visite une infinité de fois chaque
nombre réel et, en particulier, s’il a croisé le niveau K a un certain instant
alors il le croisera plusieurs fois autour de ce moment-la avant de s’en éloigner.
Cependant faire une estimation correcte du nombre de croisements et comparer
avec la taille d’un saut entre Stll < K et StlH , > K dépasse de loin le niveau

de cet ouvrage.
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FIGURE 6.7 — Résultat du programme pour ps = 0,09 = 0 (& gauche :
ajustements tous les jours; & droite : ajustements tous les quarts d’heure).

Mais la « bonne » explication est encore plus simple. En cherchant & obtenir
in fine S} si celui-ci est supérieur & K et K si St est inférieur & K nous
demandons que notre stratégie se comporte comme un produit dérivé de payoff
$(St) = max(Sh, K) = K+(Sh—K), c’est-a-dire une option call européenne
(plus un terme sans risque K). Mais répliquer tout produit dérivé a un cofit, il
n’est donc pas possible de trouver de stratégie qui fasse toujours K+ (S%—K )+
a moins de payer le prix d’un call de strike K et maturité T' (auquel on ajoute

Ke™T pour avoir K & maturité T').
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6.2.3 C.P.P.L

Nous présentons dans cette section la stratégie « Constant Proportion Port-
folio Insurance » (C.P.P.1.) qui consiste en gérer un portefeuille de valeur totale
V; sous la contrainte de gestion V; > P;. La quantité C; = V; — P, appelée
« le coussin » doit donc toujours étre positive. En pratique le client donne en
gestion a instant ¢ = 0 une somme Vj et spécifie qu’il souhaite pouvoir retirer
la somme P; (le plancher) & tout moment ; pour simplifier nous supposons que
P, évolue comme un actif sans risque, c’est-a-dire que dP; = r P.dt. Nous sup-
posons aussi que le marché contient un produit risqué S; qui suit une évolution
de type Black-Merton-Scholes (équation page [79)).

Le gestionnaire doit satisfaire le contrainte de gestion mais il désire éga-
lement que son client profite d’'une éventuelle évolution positive de la partie
risquée. Une premiere possibilité est d’investir totalement C; dans I’actif sans
risque, et ainsi satisfaire la contrainte de gestion. Mais ceci peut donner des
rendements assez réduits. Le gestionnaire propose alors la facon de faire sui-
vante : il investit X; = mC; dans l'actif risqué et M; = V; — X; dans lactif
sans risque. Ici le facteur m > 1 mesure combien le gestionnaire sur-investit
dans la partie risquée.

Le gestionnaire raisonne ainsi : si jamais C; est grand alors la marge de
manceuvre est importante et donc le client pourra profiter encore plus des
éventuelles évolution favorables de S;. Au contraire lorsque C; diminue Xy
diminuera aussi et si jamais C; = 0 alors X; = 0 donc la contrainte de gestion
sera dans tous les cas satisfaite.

Le programme (dont la version R est présentée dans le programme
implémente la stratégie C.P.P.I. et calcule I’écart entre la valeur du portefeuille

et le plancher P; qui est présenté en figure

% Mise en garde 6.2.1 Il est important de prendre bien soin, dans
lécriture de ce programme de faire les calculs de V', C, X et M dans cet
ordre. Le gestionnaire constate chaque jour quelle est la nouvelle valeur de

Vi, ensuite il calcule le coussin Cy, ensuite le montant X; a investir dans
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Pactif risqué et ensuite le montant My a investir dans lactif sans risque.

Tout autre ordre dans les calculs, par exemple faire Myiay = M,erAt (ou

la méme chose pour X;) rendrait l’implémentation de la stratégie fausse

et irréaliste.

On constate que si 'ajustement n’arrive pas assez souvent le portefeuille

peut perdre de la valeur au dela du plancher. Est-ce qu’augmenter le nombre

d’ajustements peut résoudre le probleme ? Ceci n’est pas le cas car le marché a

souvent des « gaps » c’est-a-dire que le cours ne sont pas continus. Ceci arrive

chaque matin lors de l'ouverture mais également et surtout lors des grands

crash bousiers. Dans ce cas le portefeuille C.P.P.I. ne pourra pas développer

sa stratégie et enregistrera des pertes d’autant plus importantes que m est

grand.

Programme 6.3 — Implémentation de la stratégie C.P.P.I.

1 Jufichier,cppi.m

2 JuProgramme,qui,implemente une, strategie, de, type, CPPI:

3 7

4 randn(’seed’,100);

5

6 T=1;u/,temps,en annees

7 N=12;,/uno., de, pas,de, temps:  jours, Semaines , moss, ...

8 dt=T/N;, /,taille, d’un,pas, de, temps

9 M=1000; .,/ nombre, de realisations, du,mvt brownien, no. de scenarios

10 S80=100; ,P0=90; m=5;V0=100;C0=V0-P0O;_ X0=m*CO;_ Monetaire0=V0-X0;

11 sigma=0.3;,r=0.05; mu=0.15;

12 Jcreation,d’un vecteur vide ayant, N+1,1lignes

13 S,=uzeros(N+1,M);_ Monetaire=S;C=S;X=S;,V=S;

14 P=zeros(N+1,1);

15 S(1,:)=S0;yu/yinitialisation, de,l evolution, du,ss-jacent et des,
autres

16 V(1,:)=V0;_ Monetaire(1,:)=Monetaire0;,C(1,:)=C0;P(1,:)=P0;X(1,:)=X0
5

17

18 for,ii=2:N+1

19 P(ii)=P(ii-1)x*exp(r*dt);

20 S(ii,:)=_,8(ii-1,:)+S(ii-1,:)*mu*dt+randn(1,M)*sqrt(dt).*sigma.*S(ii
-1,:);u/usimulation, du, marche

21  Jcalculydeylayvaleur du portefeuille

22 V(ii,:)=Monetaire(ii-1,:)*exp(r*dt)+X(ii-1,:).*S(ii,:)./S(ii-1,:);

23 C(ii,:)=V(ii,:)-P(ii);

24 X(ii,:)=m*max(C(ii,:) ,0); s pour,respecter,la, ,contrainte, de, gestion,
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25  Juonyarrete d’investirysigyvaleur duyportefeuille inferieure au,
plancher

26 Monetaire(ii,:)=V(ii,:)-X(ii,:);

27 end

28

29

30 JLPARTIE, GRAPHIQUE

31 Juaffichage,de,la,quantite totale yd’actifs enyportefeuille

32 Juaffichage de l’histogramme

33 figure(11);yuset(gca, "fontsize",,24);

34 colormap(gray(256)); pour,dessiner en, noir et blanc

35 _hist (100*x(V(N+1,:)-P(N+1))/S0,50);

36 print,-dpdf histogramme_CPPI.pdf
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FI1GURE 6.8 — Exécution du programme A gauche N =12 (ajustement une
fois par mois), a droite N = 255 (ajustement une fois par jour). L’histogramme
de gauche présente des valeurs négatives.

Pour comprendre plus en détail le comportement du portefeuille remar-
quons que dans ce modele tout se passe comme si le portefeuille V; contenait
de Dactif sans risque (le plancher P;) et un certain actif risqué, le coussin Cy.
Etudions les rendements de cet actif synthétique C; ; il suffit pour cela d’exé-
cuter, & la suite du programme [6.3] les instructions du programme [6.4] pour
obtenir les résultats de la figure On note une tres forte ressemblance avec
’histogramme d’une loi normale. A ce degré de détail et précision il est fort
probable que la distribution soit effectivement normale. Ceci nous conduit a

nous intéresser a 1’évolution de Cj.
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Programme 6.4 — Rendements du CPPI

1 figure(21);,set(gca, "fontsize",24);
2 hist(reshape(C(2:N+1,:)./C(1:N,:)-1,N*M,1) ,80);
3 printy-dpdf_ "hist_rendements_cppi.pdf";
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FiGURE 6.9 — Résultat du calcul du rendement du coussin Cy dans le pro-

gramme [6.4]

Etudions donc Pévolution du portefeuille V; ; en tant que portefeuille auto-
financé composé de X;/S; parts de sous-jacent S; et de M;/e" parts d’actif

sans risque (de valeur unitaire ™). Son évolution est donnée par

X M,
av; = gtdSt + 6—7,:0[(6”) = X, (pudt + odWy) + rM,dt
t
= mCy(pdt + odWy) + r(V; — mCy)dt. (6.2)

Par ailleurs V; = P, + C; et aussi dV; = dP; + dC; ce qui donne, apres rem-
placement dans ’équation précédente et simplification du terme en P; (car

dPt = Tptdt) :
dCy

Cr

Les rendements de C; sont effectivement des v.a. normales. Par ailleurs 'actif

= [r + m(p — r)] dt + modW,. (6.3)
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C; crée par la stratégie C.P.P.I. a une plus forte volatilité mais un rendement
moyen plus fort aussi. Il a le méme ratio de Sharpe (i.e., rapport #-=) que S; :
r+m(p—r)—r -r

(p—r)—r _p-r (6.4)

mo o

Par contre C; reste un produit synthétique et peut en particulier prendre

des valeurs négatives lors des discontinuités importantes et soudaines de Sj.

6.3 Versions R des programmes

Pour le lecteur plus habitué a utiliser le langage « R » nous donnons ci-

dessous les versions « R » des programmes utilisés dans ce chapitre.

Programme 6.5 — Implémentation d’une couverture d’option (delta-hedging)

suivant le modeéle Black-Merton-Scholes

Tu<-uluuuuuuu#temps enannées

N, <-,255%8*4,,,,u#nombre, de, pas, de, temps
dt<-yT/Nyyuu#taille,d’unypas,de temps
My<-41000uuuu#nombre,  de, ,;scénarios
SO0,<-4,100yyuu#valeur, initiale, du,sous-jacent
mu,,<-,0.1

sigma,<-40.15

ry<-,0.03

K,<-4,100

© 00 N O U W N

[——
= O

prix,<-_bls_price(S0,K,r,T,sigma) [[1]]

Su<-ymatrix (c(rep(SO,M),rep(0,M*N)) ,nrow=M)

cash<- matrix (c(rep(bls_price(SO0,K,r,T,sigma) [[1]]-bls_delta(S0,K,
r,T,sigma) [[1]]1*SO,M) ,rep(0,M*N)) ,nrow=M)

14 deltay<-ymatrix(c(rep(bls_delta(SO0,K,r,T,sigma) [[1]],M),rep(0,M*N))

[
w N

,nrow=M)
15
16 dWy<-ysqrt(dt)*matrix (rnorm (N*M), nrow,=M)
17

18 fory(iyingy2:N){

19 yuS[,ily<-uS[,i-1]y+ymu*S[,i-1]*dt + sigma*S[,i-1]1*dW[,i-1]

20 ucash[,il <-ycash[,i-1]*exp(r*dt) #capitalisation, de,la, trésorerie

21 Ludeltal,il <-,bls_delta(S[,i],K,r,T-dt*(i-1),sigma) [[1]] #mise d,
jourydu,delta

22 _ucash[,i]l <-,cash[,i]l-(deltal[,i]l-deltal,i-1]1)*S[,il]

23}

24
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25 S[,N+1],<-4S[,N] + mu*S[,N]*dt +, sigma*S[,N]1*dW[,N]

26 cash[,N+1],<-,,cash[,N]*exp(r*dt) + deltal,NI*S[,N+1],-,pmax(S[,N
+1]-K,0) y#capitalisation,de,la, trésorerie et vente, du, sous -
jacent

27

28 hist(cash[,N+1]%100/prix, col="red")

Programme 6.6 — Implémentation d’une stratégie de type « meilleur de deux

actifs ».
1 Tu<-uluuuuuuu#temps,en années
2 Ny<-u255,uuuu#nombre, de pas, de temps
3 dtyu<-uT/Nuyuu#tailleyd’un,pas,de, temps
4 My <-,10000,,uu#nombre, de, scénarios
5 SO0u<-4100yyuu#valeuryinitiale, du,sous-jacent
6 mu_1,<-,0.1
7 sigma_1,<-,0.3
8 mu_2,<-,0.15
9 sigma_2,<-,0.6
10 r,<-,0.03
11
12 S1,<-ymatrix(c(rep(SO,M),rep(0,M*N)) ,nrow=M)
13 Ss2,<-ymatrix(c(rep(SO,M),rep(0,M*N)) ,nrow=M)
14 V,<-umatrix(c(rep(SO,M),rep(0,M*N)) ,nrow=M)
15
16 deltal<-ymatrix(c(rep(0.5,M),rep(0,M*N)) ,nrow=M)
17 delta2,<- matrix(c(rep(0.5,M) ,rep(0,M*N)) ,nrow=M)
18
19 wig<-ysqrt(dt)*matrix (rnorm (N*M), nrow,=M)
20 w2,<-,sqrt(dt)*matrix (rnorm(N*M), nrow,=M)
21
22 fory(iging1:N+1)A{
23 LuStl[,ilu<-uStl,i-1]1+ mu_1%S1[,i-1]1*dt + sigma_1*S1[,i-1]*wl[,i-1]
24 uS2[,ilyu<-us2[,i-1]y+ymu_2*S2[,i-1]*dty+ sigma_2*S2[,i-1]*w2[,i-1]
25 LuVI[,ilu<-udeltall[,i-1]%S1[,i]J+delta2[,i-11%82[,1i]
26 udecision<-jas.integer(S1[,i]1>=S2[,1i])
27 Ludeltal[,i]ly<-pdecision*V[,i]/S1[,il]
28 _.delta2[,i]l <-,(1-decision)*V[,i]l/S2[,i]
29 }
30
31 hist(V[,N+1]-pmax(S1[,N+1],82[,N+1]), ,col="green")
Programme 6.7 — Implémentation de la stratégie C.P.P.I.
1 Tu<-uluuuuuuu#temps, en années
2 Nyu<-4u255,uuuu#nombre, de pas, de, temps
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3 dtyu<-uT/Nyuuu#tailleyd’un,pas,de, temps
4 My<-,1000,,u#nombre, de, ; scénarios
5 SO0u<-u100yyuu#valeuryinitiale duysous-jacent
6 mugy<-,0.1
7 sigma,<-4,0.3
8 ru<-,0.05
9
10 PO_,<-,90
11 m,<-_,5
12 VOo,<-,100
13 COo,<-,V0-PO
14  X0,<-,m*CO
15 MonetaireO_,<-,V0-XO
16
17 Sy<-ymatrix(c(rep(SO,M),rep(0,M*N)) ,nrow=M)
18 Vy<-ymatrix(c(rep(VO,M) ,rep(0,M*N)) ,nrow=M)
19 Monetaire,<-gmatrix(c(rep(MonetaireO ,M),rep(0,M*N)) ,nrow=M)
20 Cuy<-ymatrix(c(rep(CO,M),rep(0,M*N)) ,nrow=M)
21 Py<-y matrix(c(PO,rep(0,N)) ,nrow=1)
22 Xyu<-y matrix(c(rep(X0,M),rep(0,M*N)) ,nrow=M)
23 wy<-ysqrt(dt)*matrix (rnorm(N*M) , nrow, =M)
24
25 fory(igingl:N+1){
26 LuP[1,ilu<-yP[1,i-1]*exp(r*dt)
27 LuS[,ilu<-uS[,i-11 +umu*S[,i-1]1*dt +, sigma*S[,i-1]1*w[,i-1]
28 LuVI,ilu<-uMonetaire[,i-1]*exp(r*dt)+(X[,i-11*S[,i])/S[,i-1]
29 uCl,ilu<-uVvI[,il-PI[1,4i]
30 yLuX[,ilu<-ym*pmax(C[,i],0)
31 _uMonetairel[,i] <-,V[,il-X[,i]
32}
33
34 hist (100*%(V[,N+1]-P[1,N+1])/80,,col="blue")







Annexe A

Quelques prérequis de

probabilités

A.1 Variable normale ou gaussienne

Une variable aléatoire de loi normale X est soit une constante soit une

variable aléatoire continue de densité

_ (:‘vf'm,)2
e 202

r) = —rno—, Al
pla) =< (A1)
ol m est la moyenne de X et o2 > 0 sa variance.

Nous notons N(0, 1) la loi de la variable normale centrée (i.e. de moyenne
0) réduite (i.e. de variance 1). Une variable aléatoire de loi m + o N (0,1) est

donc une variable aléatoire de moyenne m et de variance 2.

A.2 Fonction caractéristique

Définition A.1 Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé
(Q, F,P) d valeurs dans R%. La fonction définie sur R par

Dy (&) = B[] (A.2)

187
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est appelée fonction caractéristique de la variable aléatoire X. Ici (-,-) est le

produit scalaire euclidien sur R®.

Proposition A.1 La fonction caractéristique a les propriétés suivantes :

1. injectivité : si pour deux v.a. X et'Y nous avons ®x = ®y alors X et
Y ont la méme loi;

2. indépendance et séparabilité : soit X = (X1,..., Xq) une v.a. d valeurs
dans R%. Alors les v.a. X}, sont indépendantes si et seulement si il existe

des fonctions ¢y telles que

d
Ox (&1, 8a) = [ o) (A.3)
k=1

Idem pour deuz sous-vecteurs de X da composantes disjointes;

3. la fonction caractéristique d’une variable normale de moyenne m et

variance o est ®x (&) = exp(imé — 02262).

A.3 Espaces L?

A.3.1 Espace L°(X, A,P)

Soit (X,A,P) un espace de probabilité. On rappelle que (R, Br) est la
structure borélienne canonique sur R, ¢’est-a-dire que B est la tribu engendrée

par les ouverts de R.

Définition A.2 L’ensemble de fonctions mesurables de (X, A, P) vers (R, Bg)
obtenu par identification des fonctions qui différent sur un ensemble négligeable

est noté LY(X, A, P).

Remarque : ceci est un espace un peu particulier. Chaque fois qu’on parlera

des espaces LP il s’agira de p > 1, cf. section suivante.

A.3.2 Espaces LP(X, A P),p>1

Définition A.3 L’ensemble LP(X, A,P) est défini par :

IP(X, A,P) = {f € L(X, A,P) : E[|f]?] < co}. (A4)
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1/
L’espace LP est normable avec la norme définie par || f||, = (IEH f |p]) g

A.4 Convergence des suites de variables aléatoires

Définition A.4 Soit (X,)n>1 une suite de variables aléatoires a valeurs dans

R? définies sur un méme espace de probabilité (Q, F,P).

1. La suite (X,)n>1 converge en loi vers X si pour toute fonction continue
bornée f: R4 - R :

lim E[f(X,)] = E[f(X)]. (A.5)

n—o0

Notation : X, £> X.

2. La suite (Xy,)n>1 converge en probabilité vers X si
Ve >0, lim P(]X,, — X|>¢€) =0. (A.6)
n—oo

Notation : P — lim, o0 X;, = X.

3. La suite (Xp)n>1 converge presque stirement vers X si

P (nlgngo X, = X) = 1. (A.7)
. P—p.S.
Notation : X, njo X.

4. Soitp > 1. La suite (Xy)n>1 converge dans LP (ou encore en moyenne

d’ordre p) vers X si E[|X,|P] < co pour tout n >0 et

lim E (|X, — X[") = 0. (A.8)

n—o0

Notation : X, o x.
n—oo

Remarque A.1 Une convergence dans LP n’entraine pas nécessairement une

convergence presque sture (ponctuelle) ; pour s’en convaincre il suffit de consi-
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dérer la suite de v.a. f,, : [0,1] — R définie par :

J1=1p1, f2=1p1/2 f3=1L1/2,1), fa=Lo,1/4,
I5 =L/a2/4 fo = Ligja3/as J1= L3741 f7= 10,1785 -
f2k+£ - 1[€/2k7(£+1)/2k],£ - 0, 2k - 1, k' Z 0 (A9>

Cette suite converge vers zéro dans L? mais ne converge pas presque sirement.

Proposition A.2 (Propriétés concernant la convergences de suites)
1. La convergence presque sure ou dans LP implique la convergence en proba-
bilité ;

2. La convergence en probabilité (ou presque sire, ou dans LP) implique la
convergence en loi ;

3. De toute suite qui converge en probabilité il est possible d’extraire une sous-
suite qui converge presque surement ;

4. Si (Xpn)n>1 converge en probabilité (ou presque strement) vers X et qu’il
existe p > 1 tel que la famille | X,,|P soit uniformément intégrable (par exemple
car bornée par une méme fonction) alors (Xy)n>1 converge dans LP vers X ;

5. La convergence dans LP implique la convergence en LY pour tout q < p.

Ces propriétés sont résumées dans la figure

convergence convergence
LP p.s.
& 2N
\\} n
A\ n
\Y n
. W s
6( - \\\\ ,,"'Q’ .‘9@
Q < §e 7 > s
) .Qo«"- MR 8 2
% % Tos 2 G
N 2 AN o7 &
% % Y convergencef By
© ¢ en proba.
convergence
en loi

FIGURE A.1 — Illustration de la Proposition
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Proposition A.3 (Lemme de Fatou) Soit (f,)nen une de fonctions mesu-
rables d valeurs dans [0, 4+o00]. Alors la limite inférieure de la suite est mesu-

rable et :
lin f du < lim [ f, dp (A.10)
n— oo n—oo
Les suites de variables aléatoires gaussiennes ont des propriétés remar-
quables.

Proposition A.4 (Convergence des suites de v.a. gaussiennes)

Soit (Xp)n>1 une suite de variables aléatoires réelles, chacune étant de loi

N(mp,02).

1. La suite (Xy)n>1 converge en loi vers une variable réelle Y si et seule-
ment si les deux suites (mp)n>1 et (02)n>1 convergent. Dans ce cas
Y est une variable aléatoire de loi N'(m,o?) ot m = lim, o m, et

02 = limy—e0 0'7%.

2. Sila suite (Xy,)n>1 converge en probabilité vers une variable aléatoire Y
alors Y est de loi gaussienne et Y est aussi limite de la suite (Xy)n>1
dans L2.

A.5 Espérance conditionnelle

Soient X, X1, X5 des v.a. intégrables définies sur un espace de probabilité
(Q, F,P) et G une sous-tribu de F.

Théoréme A.1 (Existence de I’espérance conditionnelle) I existe une
variable aléatoire Y, unique a un ensemble négligeable prés, G-mesurable et

intégrable, telle que :
VAeG: E[Y14]=E[X14]. (A.11)

Définition A.5 Dans le cadre du Théoréme[A1 :

1. nous introduisons pour la variable aléatoire Y la notation E[X|G] :=Y

et nous l'appelons espérance de X conditionnellement a G.
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2.

soit Z une variable aléatoire et o(Z) la tribu engendrée par Z. Nous

notons d’une maniére abrégée

E[X|Z] .= E[X|o(Z)]. (A.12)

Proposition A.5 (Propriétés de ’espérance conditionnelle)

L’espérance conditionnelle vérifie :

1.

SR RS N N L

10.
11.

12.

13.

linéarité : Vai,as € R : Elag X1 + a2 Xs|G] = e E[X1|G] + aoE[X2|G] ;
espérance : E[E[X|G]] =E[X];

st X est G-mesurable alors E[X|G] = X ;

si X est indépendante de G alors E[X|G] = E[X] e R;

si Z est G-mesurable alors E[X Z|G] = ZE[X|G] pour toute v.a. X ;
emboitement : si H C G : E[E[X|G]|H] =E[X|H];

monotonie : si X1 < Xo alors E[X1]G] < E[X3|G] ;

convergence : si (Xn)n>0 est une suite croissante de variables aléa-

toires réelles positives qui converge presque surement vers X, alors

Jim E[X,|G] = E[X[G];

inégalité de Jensen : si ¢ : R — R est une fonction convexe telle que
E[p(X)] < 0o alors

P(E[X]G]) < E[¢(X)[F]; (A.13)

en particulier : |[E[X|G]| < E[|X||g], [E[X|F]]* < E[|X[?|G];

en particulier aussi : si X, — X dans L? alors E[X,|G] — E[X|G] dans
L2 .

(Doob-Dynkin) : pour tout couple de v.a. X,Z il existe une fonction
mesurable f : R — R (qui dépend de X et Z) telle que, presque sire-

ment,

E[X|Z] = f(Z). (A.14)

supposons que X est une v.a. indépendante de G et'Y est G-mesurable;
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pour toute fonction mesurable g(-,-) a valeurs positives on pose

Dy /g(x,y)PX(dac).
Alors ® est mesurable et pour toute v.a. Z qui est G mesurable :
Elg(X,Y)Z] = E[®(Y)Z]. (A.15)
En particulier

E[g(X,Y)|G] = / g9(x,Y) Px(dz). (A.16)

A.6 Martingales en temps discret

Dans tout ce qui suit nous considérons (t;)r>o une suite croissante réelle
et M = {M;,,k € N} un processus F-adapté défini sur I’espace de probabilité
filtré (Q, F,P;F).

Définition A.6 Martingale - temps discret On dit que M est une mar-

tingale st :
1. pour tout k, E[|M;,|] < oo ;
2. pour tout k > 1, E[M,, |F, | = My, .

Lorsque a la place du point[qle processus M vérifie Vk < £ : My, < E(M,,|F,)
(ou Yk < £ : My, > E(My,|F,,) le processus M est appelé sous-martingale

(respectivement sur-martingale).

Définition A.7 (Temps d’arrét) Une variable aléatoire T définie sur Q et

a valeurs dans {ty,k € N} est un F-temps d’arrét si pour tout k € N :
{r <t} e Ry (A.17)

Proposition A.6 Soit M = {M,,,k € N} un processus stochastique F-adapté
et S, T deux F-temps d’arrét. Alors :
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1. si M est une martingale (respectivement sous-martingale) alors le pro-
cessus M1 = {My rr,k € N} est une martingale (respectivement une

sous-martingale) ;

2. si M est une martingale (respectivement sous-martingale) et s’il existe
K € N tel que Vw € Q : S < T < K alors E[Mr] = E[Mg] = E[My]
(respectivement E[Mr] > E[Mg] > E[My]).

Proposition A.7 Soit F = {s; <--- < sy} C Ry un ensemble fini d’indices.
Considérons une sous-martingale en temps discret M = {Ms,s € F}. Alors,

pour tout A >0 on a

AP <Isn€a}§ M > /\) <E [MSNl{maxsgp MSZA}} <E [|MSN|1{maxS€F MSZA}}

Intuition A.6.1 Nous savons que pour les sous-martingales en temps
discret plus on s’arréte tard plus on gagne. Soient donc deuz stratégies :
la premiére s’arréte dés que la valeur \ est atteinte. Cette stratégie paie au
moins A lorsque {maxser Ms > A} et paie My, lorsque {maxscp My <
A}. Nous considérons aussi la stratégie qui s’arréte toujours da l'instant
final sy. Ecrire que la premiére paie moins que la 2°8M¢ (en moyenne)

donne :

AP <r;16a1§ M, > )\) +E [1{max5€FMS<A}MSN} <E[M,,], (A.18)

ce qui apres simplifications conduit a l'inégalité d ci-dessus.

Preuve. Soit A > 0 et T la variable aléatoire définie par :
T(w):=inf{s € F: Ms(w) > A} Asy

avec la convention inf () = +oco. La variable aléatoire T est un temps d’arrét

borné sur (2, F,P) muni de la filtration naturelle du processus M. Par le
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théoréme d’arrét de Doob puisque T' < sy : E[M;,] > E[M7]. Ce qui donne

E[Myy] > E [MrLmas,cp v +E [ M1 gmas,cp vy
= E {MTl{maXseF MsZ/\}} +E [MSNl{maXseF Ms<)\}}
> E [Al{maxsgp Msz)\}} +E [Mle{maXseF Ms<)\}]

ou les deux dernieres lignes sont des conséquences de la définition du temps
d’arrét T. En retranchant le terme E [M N1 {max,cp Mo< /\}} dans la derniere

inégalité on obtient :

I {Mswl{maxsepMszA}} > E {M{maxsg MszA}} = AP (2?}‘ M > )‘> :

A.7 Changement de probabilité

Soit (€2, F,P) un espace probabilisé. Une probabilité Q est dite absolument

continue par rapport a P si

VAe F : P(A) =0 implique Q(A) = 0. (A.19)

Intuition A.7.1 Les objets étant assez souvent définis 4 un ensemble
négligeable pres, il est trés usuel, lors d’un changement de probabilité, de
laisser négligeables les ensembles qui [’étaient avant, ceci afin d’avoir une

définition non-ambigiie de l’objet dans le nouvel espace probabilisé.

Théoréme A.2 (Théoréme de Radon-Nicodym) Une probabilité Q est
absolument continue par rapport a P si et seulement si il existe une variable

aléatoire positive Z, F-mesurable, telle que :

VAEF: Q(A) = /Q 1AZdP(w). (A.20)



196 ANNEXE A. QUELQUES PREREQUIS DE PROBABILITES

La v.a. Z est dite densité de Q par rapport a P, ou encore dérivée de Q par

rapport a P, et est notée

dQ
7 = ik (A.21)
Remarque A.2 Pour toute v.a. intégrable X il s’en suit que
EQ[X] — / X (w)dQ(w) = / X () Z(w)dP(w) = EF[X Z)]. (A.22)
Q Q

A.8 Résultat de type théoréme de classe monotone

Intuition A.8.1 Soient X1, Xo, X trois variables aléatoires telles que
X est indépendante de X1 et de Xo. Ceci ne veut pas dire pour autant
que X est indépendante de o(X1, X2). Il faut donc prendre en compte les
relations entre le couple (X1,Xs) et X. Lorsque par contre nous avons
un ensemble non-dénombrable d’indices I et des variables aléatoires X;
la question se pose : si X est indépendant de tout vecteur de taille finie
(Xi, )kex (K C I ensemble fini arbitraire ) ceci suffit-il pour dire que
o(X) et o(X;;i € I) sont indépendantes ? La réponse est affirmative et

s’obtient a l'aide du résultat suivant.

Théoréme A.3 Soit f; : Q — (E;, Fi), i € I, une famille de fonctions a
valeurs dans les espaces mesurables (E;, F;) et soit pour tout i € I une sous-
classe M; C F; fermée pour les intersections finies et telle que o(M;) = F;.
Soit

MZ{ () £t (Ar)

keK

VK C I, K sous — ensemble fini, VA € Mk} .

Alors (M) = o(fi,i € I).

Preuve. Résultat admis.
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Intuition A.8.2 L’utilité d’un tel résultat est de pouvoir travailler avec
des o-algébres générées par un nombre infini d’applications f; en utilisant

des arguments relatifs a des sous-ensembles finis parmi elles.

Corollaire A.1 Soit f; comme dans le Théoréme et fi : Q — (B, F);
alors si pour tout sous-ensemble fini K C I la tribu o(f) est indépendante de
o(fx,k € K) alors o(f) est indépendante de o(fi,i € I).

A.9 Construction du mouvement brownien

Théoréme A.4 (de continuité de Kolmogorov) Soit (Xt)i>0 un proces-
sus stochastique a valeurs réelles pour lequel il existe trois constantes a, 3, C >

0 telles que :
Vi, s> 0: E[|X; — X% < C|t — 5|5, (A.23)

Alors il existe une version Y de X (au sens de la Définition point @ a

trajectoires continues presque surement.

Preuve. Voir [15] Théoreme 1.8 page 19. Aussi voir Théoreme 2.1 page 26
pour une version pour processus a valeurs dans un espace de Banach. Il est
en fait possible de montrer que les trajectoires de Y; sont Holder continues

d’ordre 7y € [0, 3/a] car pour un tel 7 :
Y, - Y,
E|(sup 7| . 8
st |t—s|7

Ce résultat permet de démontrer I'existence d’une version continue du

< 00. (A.24)

mouvement brownien en utilisant 'exercice [2.2

A.10 Ensemble de scénarios et mesure de Wiener

Soit (Bt)t>0 un mouvement brownien standard d-dimensionnel. Pour tout

w € Q lapplication ¢ +— Bi(w) est un élément de 'espace des fonctions
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continues de R, dans R? ayant comme valeur 0 en ¢ = 0 que l'on note
C(R,,R%). Soit donc ¥ : @ — CJ(R.,R?) qui associe & w I'application

continue t — By(w). Cette application est mesurable.

Définition A.8 La mesure image de la mesure P sur € par Uapplication ¥

est appelée mesure de Wiener; nous la notons Py ou encore puyy.

Par le théoreme de classe monotone cette mesure sur CJ(R,,R?%) ne
dépend que des lois finies-dimensionnelles (By,, ..., B, ) (pour tout n fini et
tr > 0 pour tout k£ < n). Mais la loi du vecteur (By,, ..., By, ) est donnée d’une
maniére unique par la définition du mouvement brownien (nous en connaissons
explicitement son opérateur moyenne et covariance), donc deux mouvements
browniens différents donneront la méme mesure image Py sur C§(R,,R?). La
définition est donc non-ambigueé.

Intuition A.10.1 La mesure de Wiener est une mesure de probabilité
sur l’ensemble des « scénarios », i.e. des trajectoires dans CJ(Ry,R%).
Puisque cette mesure est indépendante du choix précis de mouvement
brownien (tant que c’en est un) nous obtenons donc que toute propriété
trajectorielle (par exemple) peut étre obtenue avec le choiz de mouvement

brownien le plus adapté a nos arguments, cf. 'exemple ci-dessous.

Exemple A.1 Soit le mouvement brownien B = (By)i>0 et A > 0 ; alors avec
les notations de la Proposition [2.9 page

P(sup B; > 1) = P(sup B¥* > 1).
s>0 s>0

Mais BEX > 1 est la méme chose que Bys > VA donc nous obtenons :

VYA > 0:P(sup Bs > 1) = P(sup Bs; > \).
s>0 s>0
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