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Evaluation de produits dérivés: principes

Exemple de produits dérivés: contrats forward

e Achat d'une maison (ticket de métro, voiture, etc.)
e Prix en janv. de I'année T: M=1'000'000 EUR
e Achat sera effectué en Janv. T+1 au prix P

e Taux d'intérét sans risque: r=5%

Quel est le prix P acceptable pour les deux parties ?

Gabriel Turinici Rappels évaluation options 3/29

Evaluation de produits dérivés: principes

Exemple de produits dérivés: contrats forward

e a/si P> 1050000 (M - (1+ r)) alors I'acheteur préfere s’endetter
tout de suite et acheter maintenant

e b/ si P < 1050000 (M- (14 r)) alors le vendeur préfére vendre tout
de suite

e Le prix de la transaction P = M(1 + r). Conclusion: le prix d'un
forward /future sur un actif S est F¢(S, T) = Spe(T—1),
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Evaluation de produits dérivés: principes

Principe de valuation

Absence d'arbitrage: il n'est pas possible de
gagner de |'argent sans risque c'est a dire qu'il n'y
a pas moyen d'étre surs de gagner de |'argent avec

un investissement initial nul.
( hypothése d'absence d'opportunité d'arbitrage)

Theorem

Soit deux stratégies S1 et S». Alors si a un instant futur T on a 51 = 5>
en tout état du monde (i.e., comme v.a.) alors Sy = S, pour tout temps
t < T et tout état du monde.

Proof.

Sinon on construit un arbitrage en vendant le plus cher et en achetant le

moins cher. L)
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Hedging statique

Une application de la proposition précédente permet de donner un prix du

contrat future par la construction d'un HEDGING STATIQUE.

soit [y le portefeuille contenant

e vente d'un contrat future sur I'actif S; écrit pour un prix P payable en
t=T

e 1 actif acheté au temps t = 0 et prix Sy

e une dette de S¢ euros au taux r a rembourser au temps t = T

soit Iy le portefeuille contenant

e une quantité d'argent Pe~ " — Sy euros en t = 0

Comme ent = T on aura

Ny(T)=—-S7+P+S7—Spe"m =P—Spe'" =eT(Pe™"T —S5) = My(T)
on doit avoir pareil en t =0
0 =TM1(0) = My(0) =My(T)e " = Pe~"" — Sy donc P = Spe'".
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Options: rappels

Definition
Un call européen de maturité T et strike K est le droit
d'acheter I'actif S au prix K a l'instant T.

Vocabulaire:

utilisation du droit = exercice

options put = option de vente

options américaines = exercice possible a tout moment
avant 7.
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Options: parité call-put par hedging statique

Soit 1 le portefeuille contenant +1 put, —1 call, 1 actif
sous-jacent S; (toutes les options méme strike K et
maturité T).

Valeuren t = T:
HT:(ST—K)_—(ST—K)+—|—ST:K

Doncent< T : [l = Ke~"(T—1). ceci donne la relation
de parité call-put

Pt — Ct —|— St — Ke_r(T_t).

Gabriel Turinici Rappels évaluation options 8/29



Options: prix

Prix d'une option: par AOA (absence d'opportunité
d'arbitrage) le prix a l'instant final sera

pour un call C(S5,T) = (S — K)4
pour un put C(5,T) = (S — K)-

Par contre pour t < T le prix est en général inconnu !! ||
faut un modele.
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Options: rappels des outils mathématiques

cf. livre "Eléments de calcul stochastique pour I'évaluation et la
couverture des actifs dérivés” (https://turinici.com)

e mouvement brownien
e intégrale d'lto, formule d’lto

e équations différentielles stochastiques
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Evaluation d'options par modéle de Black-Scholes

Portefeuille auto-financé
Quantités 09,01, ...,0N. Actifs: S, St ..., SN

Convention : indice 0 pour actif sans risque dS? = rS%dt, r= taux sans
risque (connu, fixe).
Valeur du portefeuille My = 60, - S; = ZLV:o Ok Sk

Notion importante : autofinancement

Un portefeuille est dit auto-financé (entre 0 et T) s'il n'y ni ajout ni retrait
d'argent entre O et T.

année | Cash 5% actif S

t=0 | 10000 EUR | 100 actifs au prix 100 EUR chacun

t=1 | 10’500 EUR | 100 actifs au prix 120 EUR chacun

t=1 7?77 EUR 150 actifs au prix 120 EUR chacun
Ici 777 est la seule valeur possible si redistribution faite 1 fois en t = 1.
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Evaluation d'options par modéle de Black-Scholes

Portefeuille auto-financé

La redistribution faite en "t + 1" au prix S;y1 entraine
O - St+1 = Ory1 - St41.
Donc Myp1 — My = 0r 1 - Sep1 — 01 - S¢ = 0 - (5t+1 - St)-
_ T-1 _ T-1
Donc My =Moo+ >, 7 M1 —Me=TNo+ >, 7 0 (Se+1 — St)

Par passage a la limite on obtient I'intégralle d'lto : My =Tg + [ 6; - dS;
ou encore dl; = 0; - dS;

Sion avait Meyq — My =0p49)0 (St+1 — St) C'est I'intégrale de
Stratanovich qui était obtenue !
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Evaluation d'options par modéle de Black-Scholes

Portefeuille auto-financé

Definition du portefeuille auto-financé

Un portefeuille I1; est dit auto-financé si pour tout t > 0
Me = Mo+ [, 6. - dS, ou encore dM; = 6, - dS;. Pour Z =M1 = 01 - §,
on dira que la stratégie 0; finance Z.

Rappel I; = 0; - S¢. La condition d'auto-financement permet de calculer
la dérivée du produit de maniere beaucoup plus aisée que le calcul que
donnerait la formule de Ito )

Remarque: 6; est pris " prédictible” (mesurable par rapport a la o-algébre
générée par les processus adaptés continues a gauche.)
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Evaluation d'options par modéle de Black-Scholes

Portefeuille auto-financé: changement de
numeraire
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Evaluation d'options par modéle de Black-Scholes

Portefeuille auto-financeé
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Evaluation d'options par modéle de Black-Scholes

Modele pour I'evolution d'un actif financier

On utilisera le modele dit 'log-normal’ ou encore de Black-Scholes.

e le constat est le méme que pour la gestion de portefeuille classique, on
fait des hypotheses sur les réndements: St%‘;__st qu'on suppose agrégation
d'une tendance pAt et des incréments aléatoires o(Wiinr — We). A la
limite At — 0 on obtient

dTSt = pdt + odW, (1)
t

e Vocabulaire: o= "volatilité" (log-normale), i : tendance
e D’autres modeles existent par exemple celui de Vasicek'77, surtout

utilisés pour les produits de taux dry = a(b — r:)dt + odW,, ou celui de
Bachelier (dit model "normal”) dS; = udt + odW;.
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Delta hedging pour les options

e On cherche le prix d'une option sous la forme prix C; = C(t, St).

e On sait connait la valeur C(T,S7) car donnée par contrat, par exemple
pour un call européen C(T,S7) = (ST — K)+

e Soit le portefeuille suivant Iy composé de 1 call, A; parts de sous-jacent
St (A a préciser plus tard) et le reste, c'est a dire [, — C; — A+S; en cash.
e Comme le portefeuille est auto-financé on peut écrire

dlMy = 1dC; + A¢dSt + (M — C; — A St)rdt. Par la formule de Ito on aura

1
d; = 0, C(t, S¢)dt+0s C,dS, + ArdSi+3ss Cio?S2dt+(Ny—Ci—A;S;)rdt.
(2)

Ceci veut dire que si on met Ay = —0sC(t,S;) I'écriture de dI; n'aura
que des termes en dt donc il sera déterministe. Or, par AOA seule
évolution déterministe est rdt donc dIl1; = l;rdt. Ainsi:

1
dl_lt = (9tCt—|—§855Ct025t2—|—r(|_|t— Ct+85Ct5t) dt = I’I_Itdt (3)
1729

Evaluation d'options par modéle de Black-Scholes

Equation Black Scholes
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Evaluation d'options par modéle de Black-Scholes

Neutralité par rapport au risque

Exemples de risques: en bourse (aversion), au loto/ casino (propension);
entre le deux: neutralité

Exemple : combien sommes nous préts a payer pour jouer a un jeu qui offre
e.g. 50% chances de gagner 10'000EUR et 50% chances de rien gagner ?

Autre exemple: que choisiriez vous entre : "un jeux avec 50% chances de
gagner 1 million d'euros et 50% chances de rien gagner” et "500'000 eur
en especes’ (sans aucune incertitude) ? Et si le 2e fait gagner 200'000eur

seulement ?
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Evaluation d'options par modéle de Black-Scholes

Neutralité par rapport au risque: outils
mathématiques
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Evaluation d'options par modéle de Black-Scholes

Valuation d’option par la probabilité risque
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Evaluation d'options par modéle de Black-Scholes

Valuation d’option par la probabilité risque
neutre
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Evaluation d'options par modéle de Black-Scholes

Valuation pour options américaines
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Evaluation d'options par modéle de Black-Scholes

Valuation options américaines: argitg@ge
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Evaluation d'options par modéle de Black-Scholes

couverture
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Evaluation d'options par modéle de Black-Scholes

Put ameéricain
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Evaluation d'options par modéle de Black-Scholes

Put ameéricain
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Evaluation d'options par modéle de Black-Scholes

Black-Scholes pour put américain
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Evaluation d'options par modéle de Black-Scholes

Option(s digitales
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