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Chapitre 1

Exemples : épidémiologie,
finances, calcul de dérivée et
controle

L’objectif de ce cours est I'analyse numérique des problemes d’évolution
et le calcul de dérivée (et autres sensibilités) d’'un critere dans un graphe
computationel (ceci sera appliqué au controle des équations d’évolution).

Pour informations additionnelles consulter le site du cours :
http://www.ceremade.dauphine.fr/~turinici/ ensuite “Cours” ensuite
choisir le votre.

1.1 Equations différentielles ordinaires (EDO)

Modélisation en épidémiologie : le modele SIR : S= susceptibles, I =
infectieux, R = éliminés ou rétablis, illustré en figure [I.1]

- —BSIdt ,eeinnnnnns . —Ildt eaaaa- -
Susceptible —> Infectés: » Rétablis,

---------- .’ -- e mmom

FI1GURE 1.1 — Vision schématique du modele SIR dans I’équation (|1.3).
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FIGURE 1.2 — Evolution typique du systeme dans ’équation ([1.3)); image
prise de [3].

Nous obtenons le systeme d’équations, dit modele SIR

dsS
dl
dR

On suppose S(0) = Sy #0, 1(0) =1y >0, R0)=Ry >0, S +Ip+Ry=1
(il s’agit de proportions). Ici 3, v sont des parametres du modele.

Une évolution typique est donnée dans la Figure [1.2]

En réalité il faut adapter le modele, car les données réelles ne sont pas
toujours compatibles avec des modeles simples, voir figure [I.3] On sort donc
du domaine des modeles a solution analytique et on doit alors trouver des
approximations numériques précises de leur solutions.

1.2 Equations différentielles stochastiques (EDS)

Applications
- en finances : calculs sur des scénarios pour les produits dérivés
- applications en physique (intégrale de chemin, etc.)



i ' dS/dt = —rS(t)I(t) — r,S(t)I,(1)
@Aney Gartors dE/dt =rS(t)I(t) — bE(t)

dl/dt =bE(t) — al(t)

dR/dt = al(t)

dlp/dt = rpS()Lp(t) — aply(t)
dR,/dt = a,l,(t).
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FIGURE 1.3 — Evolution réelle du nombre d’infectés ; image prise de [3]. Pour
bien reproduire les données réelles il faut utiliser un modele comme celui de
droite.

Dans ces cas, I’évolution contient une part d’incertitude ; par exemple le
rendement St%i_st contient une partie prévisible et autre partie aléatoire
N (pAt, 02As). On obtient 1'équation différentielle stochastique (EDS) (voir
le cours de M1 [4] pour détails) :

dSt = MStdt + O'Stth. (14)
Une illustration des scénarios solutions de (1.4]) est donnée dans la figure .

FIGURE 1.4 — Scénarios solutions de ({1.4)).

Rappel : des produits dérivés sont des instruments financiers dont la va-
leur dépende (selon un contrat pré-établi) d’un sous-jacent. Exemple : call



européen sur S; de valeur finale (St — K),. Par contre le calcul de la valeur
avant expiration n’est pas connu. Il faut imposer des modeles et calculer des
quantités du genre :

ECe (St — K)1 |(Su)use]- (1.5)

Pour rappel S; suit une EDS; il s’agira de calculer les solutions, étudier la
précision du calcul numérique, savoir si on veut un calcul précis des scénarios
(convergence forte) ou seulement des moyennes (convergence faible), etc. ...

1.3 Calcul de dérivée dans une graphe com-
putationnel, contrdle des équations d’évolution

Il s’agit d’influencer 1’évolution d’un systeme en agissant sur divers pa-
rametres appelés ”controles”. Méme approche nous aide a étudier la sensibi-
lité d’un résultat venant d’une évolution par rapport aux divers parametres
en entrée (voir EDO par ex., comment le résultat S(co) dépend de ).

D’une maniere générale, chaque fois qu’un résultat est obtenu a I’aide des
calculs séquentiels sur un graphe computationnel, on peut calculer la dérivée
du résultat par rapport aux entrées. C’est ce qu’on appelle la propagation
rétrograde (”backpropagation” en anglais) ; dans la théorie du controle ceci
donne naissance aux ”états adjoints”.

Exemple (adapté de [I], voir aussi [2, chap 6.5]) : f =5-(x +y- z). Le
graphe a comme entrées x, y, z et sortie f = f(z,y,2). Pour calculer 0, f,
Oy f, 0.f il faut écrire sous forme de graphe computationnel (calcul direct ou

?forward”) :
u=yxz
v=x+tu
f=5xwv

Soit x = 1, y = 2, z = 3; voici les relations qu’on obtient par dérivation
élémentaire de chaque calcul (calcul adjoint ou ”backward”) :

o,f =5

Orf =0, f X Opv=0,f =5

Ouf =0,f X0 v=0,f=5H

Oyf = Ouf X Oyu=>52=15

0.f = 0,f x 0,u =5y = 10.



Chapitre 2

Equations différentielles
ordinaires (EDO)

=
)ONN
Soit I un intervalle ouvert inclus dans R . On considere I’équation dfttérentielle
ordinaire suivante :

X _ F, X @), X(to) = Xo, ﬁ(ﬁ,f ) @)

dt
dont la forme intégrale est Qﬂ—a{’
t
X(t) = X(to) + /f(s,X(s))ds. (2.2)
to

2.1 Existence et unicité de la solution

Afin de montrer l'existence et I'unicité de la solution de 'EDO précédente,
on utilise les 2 théoremes suivants :

Théoréme 2.1 (Cauchy-Lipschitz variante locale) Soient f: 1 xR —
R une fonction continue, Lipschitz localement en Xog € R tg € I, c’est a dire
qu’il ezistent 2 boules B.(Xo, R), B(to, R;) et une constante L > 0 telle que

|f(t7X1) = f(t,X2)| < L|X1 = X2|,‘v’t & Bt(to, Rt), Xl,XQ € Bac(X[bRJ:)

Alors il existe € > 0 tel que le probléeme de Cauchy (2.1) admet une solution
locale unique : X (t) : (tg —e,to+¢) C I — R De plus, X(-) est une fonction
de classe C'.

’C/\“_’Q‘A’/‘—_F [ lw4 _
=

kot L, ta  g=} .7
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Théoréme 2.2 (Cauchy-Lipschitz variante globale) Sous les mémes hy- & /QA% a
pothéses que le théoréme (2.1)), si L est la méme pour tout R, (rayon de la J]/Vl(
boule) et condition initiale Xy, alors une solution globale existe et est unique.

0n. .
Remarque 2.3 Il y a existence globale également si on peut trouver une Obfﬁyu_e
fonction continue o : R — R telle que A T

|f(t, X1) — f(t, X2)| < a(t)[ X1 — Xal.

Ceci peut donner a L la possibilité de dépendre du temps.

Exemples Land
1/ f(t,X) =rX avec r € R constante. Alors |f(¢, X1)— f(t, X2)| = |r|- | X1 —

X,| donc nous obtenons existence globale avec L = |r|; /.}__@
2/ f(t,X) = 5. Un calcul immédiat nous donne |f(t,X;) — f(t, Xz)| = 3 XO

m - | X7 — Xs| donc nous obtenons existence locale pour L =
5

SUDX, X,eV [(X=3) (%3] dans un voisinage ouvert V' de tout point Xy, # 3

(tel que 3 ¢ V). Par contre comme m n’est pas borné autour de

Xo = 3 le théoreme d’existence globale n’est pas applicable en Xy = 3.

2.2 Schémas numériques

Si la solution du probleme de Cauchy existe, elle est unique (cf. théoréme.
Pour trouver numériquement la solution on ’approche a 1’aide de schémas.
L’approximation se fait par exemple sur [0,7] par N points.
Notations : - I'équation a résoudre est ; ,\_{f_‘_‘_]___'._.:\._‘-
-h=T/N,t,=n-h,¥n <N, £~R T=12
- X,, = X(t,) est la solution exacte.
On notera par U,, une approximation de X, et f,, = f(t,,U,). Comment
calculer les U, 7 Par exemple en partant de la formule suivante :

N

tnt1 1 4,_-{ SN
XW@:Mm+/f@me ™ o)

tn
Un schéma a un pas est donné par la formule :
_ ADQS.{(/W\A
Upi1 = U, + ho(tn, Uy, fun, h). -9*6\56\‘0'&(’ (2.4)

Chaque fonction ¢ donne un autre schéma numérique. A noter que ¢ peut
aussi dépendre de U, 11 ou f,.1, dans ce cas on parle de schémas implicites.

Y T
x @urene Wﬁ%



2.2.1 Définition de 4 schémas :

Nous allons expliciter quelques schémas pour fi(t, X) =X et fao(t, X) =
7X?. Nous rappelons que pour f; la solution X (t) de X (t) = fi(t, X(t)) est
X(t) = "Xy alors que pour f, la solution Y(t) de Y (t) = fo(t,Y (1)) est

Y(t) = 1_123/ . q/\f’v = K/’, = =1 oo0- ]
~ Euler explicite (notée EE dorénavant) : \Mﬂ ) ﬁm oton
/3\ —— Vo |u4)V3)—-"Um\'/
a ’ Ups1 = Un+hf(tn,Uy) = U, + hf, v,
wt
( ~ {U<0> = X(0) =%, =
Ici on a donc ¢ = f,. Exemples : pour f; : U,1 = U, + hrU,, =
(1+rh)U,; pour fo : Uy = U, + hrU2 = (1 + rhU,)U,.
— Euler implicite (notée EI dorénavant) :

Un+1 = Un+hfn+1
Uo) = X(0)

Ici ¢ = frni1 Exemples pour fi : Upiq1 = U, + hrU,4; donc Un+1 =

Th ;pour fo: Uppy = Uy +hrU? p1 donc U, 11 est solution de ThU
Un+1 + U, =0.
Lorsque f est Lipschitz, pour h suffisamment petit, la valeur U, 1,
solution de I’équation de définition du schéma EI est unique, voir
I’exercice page |25]

— Cranck Nicholson (notée CN dorénavant, implicite) :

Un+1 = U, + h [%}
Uu) = X(0)
Exemples : pour f; : U1 = U, + hrM donc U,y = TF_?:U";

UZ+U2

%L done Uyyq est solution de 22U2

pour fo : Upyy = Uy + hr I

Uns1 + (1 + 22U,)U, = 0.
— Heun (notée H dorénavant, explicite) :

{Unﬂ = Unt o[fat ftuin, Un+ 1)
U©) = X(0)°

Exemples : pour f1 1 Un1 = Uy + 207U, + 7(U,, + hrU,)] 5 pour fs :
Ups1 = Up + 2[rU2 + r(U, + hrU,)?.

9
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Intuition 2.2.1 La relation indique qu’il faut trouver une facon de
calculer de maniére approchée lintégrale de f(t, X(t)) entre t, et t,41 =
t,+h. Le schéma EFE prend une approximation par la méthode des rectangles
en utilisant la valeur en t,, EI en utilisant la valeur en t,+h et CN en faisant
la moyenne des deux, c’est a dire en utilisant la méthode des trapezes. Quant
au schéma de Heun il utilise une approximation de X, 11 qu’il re-introduit
dans un schéma de type CN mais avec l’idée de le garder explicite.

2.3 Erreur, consistance et ordre

2.3.1 Erreur

Quand on introduit la solution exacte dans la formule (2.4) des méthodes a
un pas on obtient les ”erreurs de troncature” 7,.1(h) :

X(tns1) = X () + hd(tn, X, £t Xo)s b))+ ().

vrai pour le schéma numérique i.e., U, a la place de X, etc.

ou encore
 X(tpg1) — X(tn) — hd(tn, X, f(tn, Xn), h)
Tn+1<h) = h

h

Définition 2.4 Le reste qui apparait lorsqu’on met la vraie solution dans
la relation définissant le schéma numérique (similaire en forme a l’équation
de départ) est dite erreur de troncature. Pour les methodes a un pas il
s’agit de T,11(h) définie en qui est appelée erreur de troncature locale
au rang n + 1. L’erreur de troncature globale est définie par la rélation :

T(h) = nglaxN\Tn(h) |.

-----

Remarque 2.5 L’erreur de troncature est ici la méme chose que [’erreur
(divisée par h) entre X, 11 et le U}, obtenu en partant de U, = X,.

Exemples
Euler explicite : par la formule de Taylor a l'ordre 2 :

X(t+h) = X(£) + hX (t) + %hQX(g), cltt+h]

Lrnpin Nowcant EE - T 10 R eR) W) i, X Ra))
M

. [ N~
7\(_(:“_‘_;,\\ —\A(-Lw.') ’h)([-{“) — Q AQ*(ED : * (l‘:hl
n 2 Th SRXD=0m)

—_—



1 .
Pour (t =t, et t, + h = t,41), on obtient : 7,11(h) = EhX(fn)
Euler implicite : ... N 01 P>

2.3.2 Consistance et ordre

Définition 2.6 Un schéma est dit consistant si :

lim 7(h) = 0, (2.6)

h—0

c’est a dire que pour h petit la solution exacte vérifie le schéma).
Un schéma est d’ordre "p” si : 7(h) = O(h?) pour h — 0.

2.4 Stabilité et convergence

2.4.1 Zéro-stabilité

Pour étudier la stabilité par rapport aux perturbations, on regarde si Z"
défini par :
Z(}—li—)l = Z7(1h) + h[¢(tnv Zy(zh)a f(tna Zy(zh))y h) + 5n+1]

n

ZM = 6, + Xo, (2.7)
est proche de U, 1.

Pour en savoir plus 2.4.1 Les imprécisions numériques n’apparaissent pas
lors d’une addition mais surtout dans le calcul, souvent complexe, de la fonc-
tion ¢ ; c’est pour cette raison que les perturbations §, sont placées aux en-
droits indiqués dans la formule . Par exemple si f(t,X) = X2 — 1 doit
étre calculée ent = 0, X = V2 la valeur \/52 — 1 =1 est souvent entachée
d’erreurs. Exemple de calcul en python :

In [2]: numpy.sqrt(2)**2 -1
Out [2]: 1.0000000000000004

Définition 2.7 Le schéma donné par ¢ est dit zéro-stable s’il existe hqy et
une constante C' (indépendante de ¢) tels que si h < hy et |6,] < e (Vn) :
alors " e G

|Z, 1 — Unti1| < Ce, Vn > 0. (2.8)

11
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Théoreme 2.8 On suppose f Lipschitz et ¢ Lipschitz par rapport a sa deuxieme
variable c’est a dire qu’il existent A > 0, hg > 0 tels que Yh < hg

W)(t?Xa f7 h) - ¢(t>Y7 f7 h)‘ < AlX - Y’aVX7Y
NN SPr)
Alors le schéma numérique donné par ¢ est zéro-stable.
Démonstration Notons : W,, = ZT(lh) — U,. Alors
Wn—H = Zr(zh) - Un + h[ (t Z(h f h) (tnv Un’ J:\’hﬂ + h6n+1

d’ot |Wyi1| < |[Wa| + hA|W,| 4 h|d,41] donc en sommant ces inégalités et

apres simplification des termes : \,JM gw'h .
n+1 WA ew‘”i 'f e
Wl < |Wo|+hAZ|W|+Zh|6| W Wt
s=1
\/‘/4 Q‘Wa ~ -

Ceci nous permet de conclure en utilisant le lemme de Gronwall discret

(voir exercice [2.3 page [24) : 4)“:\4”4_ Voo Go7Wo, Lo=hA . §= &(Jg

[Woii] < (1+nh)eexp(AT) < (L+Teexp(AT).0  C:= wr[g
Fox P> epp (S \=s)
Technique importante 2.4.1 Question : quels schémas parmi FE, EI, CN,

H satisfont les hypothéses du théoréme [2.8 7 < ' = cot,
Rji %= fiee

EE : ¢ = f,, Lipschitz quand f [’est.

EI : par définition, ¢ a la propriété : ¢(tn, Un, fu, h) = f(tns1, Uns1) (on sup-

pose ezistence d’une solution unique). Alors pour deuz points initiauz U, V,,
il faut borner f(tni1, Uns1) — f(tng1, Vag1) 2 |f(tns1, Ung1) — f(tngr, V)| <
L|Un+1_Vn+1| et IUn+1_Vn+1| S |Un_Vn|‘<h|f(tn+1a Un—l—l)_f( n+1, n+1)| S
|Un, — V| + hL|Upy1 — V| done |Upsr — Via| < U — Vi|/(1 = RL)...

H, CN : techniques similaires

Pour les schémas implicites générauz voir Uezercice [2.9 page 25,

12



2.4.2 Convergence

Définition 2.9 Un schéma est dit convergent a [’ordre p si, avec les nota-
tions précédentes, |U, — X,,| = O(hP?). Un schéma convergent a l'ordre 1 est
dit “"convergent”.

Théoréme 2.10 Sous les mémes hypothéses que le théoréme[2.§ on a :
\Un — Xa| < (JUp — Xo| + nh7(h)) exp(Anh).

En particulier si pour p > 1 : |Uy — Xo| = O(h?) et 7(h) = O(hP), alors

U, — Xn| = O(RP) ( le schéma converge a l'ordre p).

Démonstration Nous faisons comme dans la preuve du théoreme avec a

§; = 7j(h) (en utilisant donc le lemme du Gronwall discret). [J Kd? '}&tt/\\a & %wc

2™ ame =
Pour en savoir plus 2.4.2 Le thm. précédent peut étre re-écrit en Wisant M M
que la consistance et la stabilité impliquent la convergence. C’est un

principe souvent rencontré.

Corrolaire 2.11 Les schémas EFE et EI convergent a ['ordre 1. Les schéma
CN et H convergent a [’ordre 2.

Démonstration Nous detaillons seulement pour le schéma de Crank-Nicholson :

Xn+1 = Xn + g{f(tm Xn) + f(tn—i—la Xn+1)}+h7—n+l(h) (2'9)

donc (en faisant pour I'instant comme si le schéma était explicite, voir exer-

cice pour détails) : 2 &, Mc: )('H-._,\ = }(v“
h
Ko =XoF 5 X0+ X frhr (). (2.10)

Par ailleurs la formule de Taylor a l'ordre 2 pour X’ et d’ordre 3 pour X
donnent

2 (
() T X=X HRXD 4 " x® ) K ltte )211)

2
h? h3 -
X ( ’C,\-ek) = X1 =X,+hX, + 2 —X, + = —X®(¢) Y[‘(h")(2.12)

En remplacant (2.11]) et ( - ) dans on obtient

h? 3) h? 3)
=X <»s>—zx () (213)

d’ou 7,,41(h) = O(h?) (apres des calculs permettant de transférer la version
implicite en explicite). [J

th—H (h> -

13



2.4.3 Stabilité absolue

Ici la stabilité est regardée sous I’angle de la solution en temps T' = Nh grand
(T" — o0), mais pour un pas h fixé (donc N — o). Pour A € C, ¢t > 0 on
considere le probleme test :

Y (t) = \Y(t) (2.14)
Y (0) =1 (2.15)

dont la solution est Y (t) = e. Pour Re()\) < 0 nous obtenons lim Y'(¢) = 0.

t—+o00
Donc toute perturbation locale en temps est ”effacée” en temps long. Ceci est

une propriété tres convenable pour les schémas numériques qui doivent lutter
contre les erreurs d’arrondi etc. Nous voulons conserver cette propriété.

Définition 2.12 Un schéma est dit absolument stable si pour f(t,x) = \x
et Vh, A\ U, — 0. Sinon sa région de stabilité absolue est : f\f&ﬂ(\: LU

{h) € CIU, — 0}, % Letel (x- ol
Exemples 2 ‘ »*
Euler explicite U, 1 = U, + hAU, = (1 + h\)U, = (1 + hA)"*0;
On définit sa région de stabilité en imposant la condition de stabilité : |1 +
hA| < 1. C’est donc l'intérieur de B((-1,0),1), voir figure (2.1) pour une
illustration. 21 ed & Rt
Euler implicite U,,,, = U,, + hAU,;1 =

—
ey

n o0 UO
1—hx (1= R

Comme précédemment, pour trouver la région de stabilité, on limite le pas
de temps h en imposant la condition de stabilité :

|1 —hA >1
(- =\ 7%
I1 s’agit donc ici de lextérieur de la B((1,0),1), voir figure pour une

illustration.
Crank-Nicholson

hx RAN\ "
h 7] ty
T = g Qe W) = X = | Tx )
2 2
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Mee Upg sVt 3 (81 38 ey Uith ) (4 (i) >dx
2z
= Uyt U DU + n (U h AU [ =0, tu‘,ﬁ 20,

On+1= 5+ 20,
T
(44‘% "'% BU = 4’("}‘€%Z> Uo.
s%wse €% ) eredh) 4L
ce Ao pbl  EF AT
sl ooyl alm(z = \h)

/_.1\ Re(z = \h) /?x;e(z}: AR)
\_/ \_/

alm(z = \h)

Re(z = \h)

A 4

FIGURE 2.1 — La stabilité de Euler explicite (haut gauche), Euler implicite

(haut droite) et Crank-Nicholson (bas) : en vert région de stabilité, en rouge
celle d’instabilité.

On définit la région de stabilité en limitant le pas de temps h en imposant

la condition de stabilité : v Y, -2) &
4f—/‘ ( 1 JAQ‘F(Q(Z)
1+ hA N-He /
z=hAeC: h2)\ <1p={2€C: Re(z) <0},
T y 2
2 /

voir figure [2.1] pour une illustration.
Heun : la région de stabilité est {z € C: [14 2+ % ‘| <1} mgA [ }\&Uf\.@

2.5 Meéthodes d’ordre supérieur : Runge-Kutta
Il s’agit de méthodes qui évaluent la fonction a des pas intermédiaires :

Upi1 = Up + hF(tn, Uns b, f)

15



avec la fonction F' du schéma définie par K/ L g) - :ﬂhé) X [ *@)

- <z
Flty,Upih, f) =S bK; ~ (2.16)
_ Z_; - v’@ == Th ®

K= f(ta+ch,Up+h Y _a;K)), i=1,2,..s ¢ >0.(2.17)

—

—

J=1

Une telle méthode est dite de Runge-Kutta (R-K). Pour une présentation

. : g , A
plus simple nous introduisons le tableau du Butcher du schéma i
ou encore

Ci|an a2 ... Gis
Co | Q21 Q22 ... Q25

(2.18)
Cs | As1 Qg2 ... QGgg
by by ... b

N toujours T B v Y ng' M oiramanit
ous supposerons toujours » _; a;; = ¢;. b 7/%0\5\:— :
Définition 2.13 5i A est strictement triangulaire inférieure alors la méthode
est dite explicite; si A est seulement triangulaire inférieure alors la méthode

est semi-explicite. Dans tous les autres cas il s’agit d’une méthode implicite.

Intuition 2.5.1 e Lorsque A est triangulaire inférieure a diagonale nulle,
le calcul des Ky se fait explicitement. Ensuite ceci permet de faire le calcul
de Ky explicitement et ainsi de suite. Le schéma est donc explicite.

o Lorsque A est triangulaire a diagonale non-nulle, le schéma nécessite la
résolution séquentielle de s équations (pas forcement linéaires) pour trouver
les K;, i < s.

e Lorsque A est pleine, le schéma nécessite la résolution simultanée de s
équations (un systéme d’équations donc) pour trouwver les K;, i < s.

Exemple de méthode R-K d’ordre 4 :
Xemp _ 'j(:

B
Uni1 = U + (2.19)
O

h h

Kl :fn:f(tn,Un)a KQ:f(tn+§,Un+§K1), (220) O\Zi: 4/2_
h h

Ks= f(ta+ 5,Un + 5 K3), Ky = f(tn41,Un + hK3).  (2.21)
2 2 ]

/16 1+ 1 h

Ay =0 ayd aye0



B

Le tableau de Butcher associé est

0l0 0 0
1/2(1/2 0 0
/2] 0 1/2 0 (2.22)

0

0
0 .

10 0 1 0
1/6 1/3 1/3 1/6

2.5.1 Construction de methodes d’ordre 2 (explicites)

Pour construire une méthode d’ordre 2 nous partons de U,, = X,,. La
récurrence est U, 1 = U,h(K1b; + Kaby) avec Ky = f(t,, X,) et Ky =
f(t, + coh, X,y + heo K7).

On développe en série Taylor et on obtient les conditions by + by = 1,
bacoy = 1/2. 1l existe donc plusieurs méthodes.

2.5.2 Consistance

Théoréme 2.14 Soit f une fonction Lipschitz. Alors la méthode R-K (ex-
plicite) est consistante si et seulement si Y ;_, b = 1.

Démonstration par développements de Taylor. [J e"‘PPe? : CWQSW@ = t(y\\:e(’l\
Fat s A S —=0 [ o).

Remarque 2.15 Pour les méthodes implicites il faudrait aussi montrer [’exis-
tence d’une solution pour les pas de temps.

2.6 Pas de temps adaptatif pour R-K

Motivation : parfois la solution est presque constante, mais parfois elle
est tres variable. on voudrait profiter des régions ”calmes” et utiliser un pas
h grand, qui sera adapté ensuite dans les régions tres oscillantes. Pour ceci
il faut faire du pas adaptatif (c’est a dire variable et ajusté). Pour savoir
comment choisir ce pas il faut avoir des estimations d’erreur.

Comment estimer I'erreur en pratique ? Le plus facile serait de doubler le
pas

X (t, +2h) = X1 + (2h)P T4, + O(hPT?) (2.23)
X (t, 4+ 2h) = Xy + 2RP T4, + O(RPT2). (2.24)
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Ici X est obtenu apres un pas 2h alors que X est obtenu apres 2 pas h. Nous
remarquons que nous avons supposé travailler avec une méthode d’ordre p.
La quantité A = X, — X7 = (2P — 2)hPT1e), nous aide & ajuster le h.

Remarque 2.16 Il est possible d’obtenir une approximation d’ordre p + 1

car X (t, + 2h) = X + 525 + O(hP*?). Mais alors Uerreur serait inconnue.

Bien qu’en principe la méthode ci-dessus serait intéressante, elle utilise
trop d’évaluation de f. Nous allons la raffiner en construisant deux méthodes
qui utilisent les mémes évaluations (donc mémes K;) mais dont les combi-
naisons linéaires faisant intervenir les b; donnent d’ordres différents. Nous
parlons alors de schémas emboitées de Runge-Kutta-Fehlberg (R-K-F).

c| A
g
T
ET
donnent un schéma d’ordre p + 1. La difference £ = b — b sert & estimer
lerreur de tronquature A = h) ;| E;K;.

Les plus populaires sont les schémas R-K-F d’ordres 4-5 ou 5-6 ou encore
2-3. En pratique l'algorithme est le suivant :

- nous précisons au début une tolérance A,

- si A > Ay alors nous refaisons le calcul avec le pas h = h vl %.
-si A > Ag le pas h est maintenu constant.

Notation : ou ¢, A, b donnent un schéma d’ordre p alors que ¢, A, b7

2.7 Systemes d’EDO

Soit I C Ry un intervalle ouvert et F': R x R — R". Il s’agit de résoudre
le probleme de Cauchy suivant :

Y'(t) = F(t,Y (1))
{YéimineR” (2.25)

Exemple : X" = f(X) n’est pas une EDO, mais on peut la mettre sous
forme d’un systeme, en posant : Y; = X, Y, = X’ et on obtient :

Ui
Y2/:f(Y1>
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Théoréme 2.17 (existence et unicité) Soit F':] — 0o, co[xR™ — R™ une
fonction continue et est Lipschitz par rapport a la deuxieme variable

IF(ty) = Ft,9)ll < Llly —gll vt €R, vy e R",

avec un L ne dépendant pas de y € R™. Alors le probleme de Cauchy
admet un solution unique y(t) globale (c’est-a-dire définie pour toutt > 0). Si
F' est Lipschitz seulement autour de (to = 0,Yy), alors la solution est définie
seulement localement.

Cas particulier : F(t,y) = Ay avec A matrice n x n. Le probleme

Y' =AY
Y(0) = Yo
admet la solution (unique) Y(t) = €'Y, ou on rappelle la définition de
At = 3% (At)*
n=0 k! °

Si A est diagonalisable c¢’est-a-dire :
1) 3Q inversible tel que A = QDQ ™', D diagonale
2) ou d’une maniere équivalente 3V;, \;, tel que AV; = \,V;, [|[Vi]| = 1 et
{Vi;i=1,...,n} est une base de R"
alors, Y (t) = >0, eM'V; < yo, Vi >.

2.7.1 Stabilité d’un systeme :

En posant Z = Q™'Y nous obtenons :
Y=AY =Y =QDQ7'YY = Q'Y =DQ™'Y (2.26)

et donc comme Z’ = (Q)~'Y” on obtient par les égalités précédentes 1’équation
différentielle : Z' = DZ et le probleme :

Z = M2,

Z! = M\ 2y,
Les solutions de ce probleme s’écrivent : Z;(t) = e*'Z;(0) et la stabilité du
systeme équivaut a la stabilité de toutes les EDO dans le probleme.

Exemples
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- Euler explicite : U1 = U, + hf(t,,U,). Soit f(y) = Dy.

En appliquant Euler explicite a cette exempleon a: U,.1 = U,+hDU, =
(1+ hD)U, donc le schéma est stable si |1+ h)\;| < 1 pour tout i =1,...,n.

-Euler implicite : U,,,1 = U,+hf(t,11,Uns1); pour Uexemple précédent,
ona: U, =U,+hDU, donc U,y = (1—hD)'U,. Le schéma est stable
si |l —hX\| > 1pourtouti=1,...,n.

Implémentation Nous considérons toujours le cas f(t,y) = Ay.

- pour les &  explicites U, 1 = U, +hAU, donc c’est un calcul direct

- pour les schémas implicites U,y = U, + hAU, 1 donc U,y = (I —
hA)~'U,; il faut résoudre un systeme linéaire. Pour des fonctions f plus
compliquées il faut faire une méthode de Newton ou une approximation ...

2.7.2 Systémes raides
Nous avons vu que les schémas implicite était parfois difficiles de mettre

en oeuvre; pourquoi les utiliser alors? Considérons le systeme différentiel
suivant :

u' = 998u + 1998v avec u(0) =1
v = —=999u — 1999v avec v(0) =0

On fait le changement de variables u = 2y — z et v = —y + 2z, ce qui nous
donne
{ v =-y N { y(t) = ey,
z' = —1000z 2(t) = e~ 10005,
(donc A\; = —1, Ay = —1000). On retourne a nos variables initiales, et on
obtient la solution désirée,
u = et — =100t

v = et 4 1000t

Pour la stabilité de Euler explicite il faut |1+ hX| < 1 et |1+ h)e| < 1, donc
h < .

Pour la stabilité de Euler implicite il faut |[1—h\;| > 1, qui est toujours vérifié
(Vh > 0). Supposant que nous sommes intéressés seulement par la partie en
et de la solution (on traite donc 1% comme une perturbation ce qu’elle
'est en fait), la précision des deux schémas pourrait étre bonne pour des pas
h assez grands ; pourtant pour Euler explicite nous sommes obliger d’utiliser
un h petit car sinon il n’y a pas de stabilité. Conclusion : utiliser de schémas

implicites permet de résoudre avec h plus grand donc plus rapidement.
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2.8 Meéthodes multi-pas Tds > qﬁ&g&fim

\G CG%}-@%
Serpnon. o &o&(/m%...

AYntk = b f (btkes Yn-t)- 2.27
; . M,;; “ “,»&,; Wwﬁ
o Lo ka0 peogty K )

Sont des méthodes du type (a; = 1) :

Exemples : EE (donner les ay et by). Aussi :
Adam-Bashford a deux pas :

3 1
Yn+2 = Ynt+1 T §hf(tn+la yn+1) - §hf(tn> yn) (2-28>
BDF-2 ) L W
Ynt2 — gyn+1 + §Z/n = ghf(tnw,ymz)- (2.29)

Rappel : erreurs de troncature ...

Théoreme 2.18 La méthode multi-pas (2.27)) est consistante ssi :
dar=0 ) b= ka. (2.30)
k=0 k=0 k=0

2.9 Application en épidémiologie : modele SIR

Nous présentons rapidement la modélisation conduisant au systeme SIR.
Les variables sont :

- S = le taux de personnes susceptibles d’étre infectées (la population
non encore touchée par 1'épidémie).

- I = le taux de personnes infectées.

- R = le taux de personnes qui ont eu la maladie, qui sont mortes ou qui ne
peuvent plus la transmettre (ayant acquis 'immunité ou car en quarantaine
ete).

Hypotheses du modeéle :

1. Le nombre d’infections (passage de S a I) est proportionnel au nombre
de rencontres donc a S x I. Puisque le nombre infections nouvelles

entre t et At est S(t) — S(t+ At) on obtient S(t) — S(t+ At) ~ rSTAt

2. Le passage I — R est proportionnel au nombre d’individus en 1.
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Nous obtenons par passage a la limite At — 0, le systeme d’équations,
dit modele SIR :

o =—rSI (2.31)
b —=ySI—al (2.32)
i —qf (2.33)

On suppose S(0) = Sy # 0, 1(0) = Iy >0, R(0) = Ry = 0.
Remarque 2.19 Puisque £(S+ 1+ R) =0 alors S+ I+ R = cst.

Criteres du modele :
Le p = %S est lié au taux de reproductivité ; il intervient dans % =(p—1)al.
- sl p(t =0) < 1 = pas d’épidémie.
-si p(t =0) > 1 alors il y a épidémie. I croit ensuite décroit. Le nombre
total d'individus infectés est Ry, := limy_,oo R(t) = Iy + So — limy_,00 S(t).
(limy 00 S(t) existe car S(t), I(t), R(t) > 0Vt et S N\).

Remarque 2.20 S, := limy_,., S(t) # 0; on parle alors de phénomeéne
dimmunité du groupe du modele SIR.

En pratique : 7, a sont inconnues, on procede en 2 étapes
1) inversion : trouver r, a & partir des observations R(n),n = 1,..., Ny

2) prévision : calculer S(t), I(t),t > Npaa

Remarque 2.21 Des modéles plus compliqués sont parfois nécessaires, par
exemple : S - E — I — R.

Remarque 2.22 Les politiques sanitaires ont pour but d’influencer r, a et
So © quarantaine : a croit et r décroit; vaccination : Sy décroit, etc.
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2.10 Exercices EDO

Exercice 2.1 (Lemme de Gronwall : variante intégrale)
Soit T > 0 (il peut étre oo aussi), a(t), b(t),/\gt) des fonctions continues
sur [0, T), A(t) > 0 pour tout t. On note A(t) = [ A(T)dr.

1. Si pour toutt > 0 :

a(t) < b(t) —I—/O A(s)a(s)ds, (2.34)

alors

a(t) < b(t) + /t MO\ (5)b(s)ds. (2.35)

Indication : Magjorer la dérivée de A(t) = e=A®) fot A(s)a(s)ds.
Alternative : prendre € le terme de droite de (2.35). Il vérifie aussi £(t) = b(t) + fot As€sds

(calcul direct ou utilisation de V (t) = fot AE), c’est a dire (2.34) avec égalité. Il est normal alors
de vouloir démontrer que a(t) < &(t) pour tout t; ceci se fait en minorant & — a par (2.34) et
l’équation de &.

2. Si'b est dérivable avec la dérivée intégrable sur [0,T] alors

t
a(t) < e <b(0) +/ eA(s)b’(s)ds) : (2.36)
0
3. Si en plus b est monotone croissante alors
a(t) < eAOp(t). (2.37)

4. Vérifier que en l'absence de l’hypothése A(t) > 0 un contre-exemple
est \t) =\ <0, b(t) =b+w(t), supp(w) C]0,T[, a(t) = be.

Exercice 2.2 (Gronwall : variante différentielle sans hypothése de signe)
Soit T > 0 (il peut étre 00), g(t),\(t) des fonctions continues sur [0,T]
et a(t) une fonction dérivable et dont la dérivée est continue sur [0,T]. On

note A(s) = fot A(T)dr.

St pour tout t > 0 :
d(1) < g(t) + AD)alt) (2.38)

alors
a(t) <

¢

Aa(0) +/ AO=AE g(5)ds. (2.39)
0

Indication : Magjorer la dérivée de A(t) = e *®a(t).
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Exercice 2.3 (Gronwall : variante discréte) Soit k,, une suite de réels posi-
tifs et ¢, > 0 une suite telle que

Po < 9o (2.40)
n—1 n—1

¢n §90+Zps+zks¢81 nZ 1. (241>
s=0 s=0

St go > 0 et p, > 0 pour tout n > 0 alors

Pn < (90 + im) exp (nz_: k) (2.42)

Exercice 2.4 On consideére le probléeme de Cauchy :

o' (t) = 2|z(t)|/? (2.43)
z(0) =0 (2.44)
1. Démontrer que pour toute constante A € [0,00] ce probléme admet la
solution x\(t) = (t — \)? sit > X et xx(t) = 0 sinon. Commenter sur
['unicité.
2. Ecrire un schéma d’Euler explicite/implicite et expliquer vers x)(t)
converge la solution trouvée par un calcul numérique.

Exercice 2.5 (existence des schémas implicites) Soit U : Ry x R x
R — R Lipschitz par rapport a tous les arguments; soit h > 0.

1. Montrer que l’équation
y=ux+hV¥(t,zy), (2.45)

admet une unique solution des que h est assez petit et donner une
facon numérique de la calculer. Indication : on pourra utiliser les
itérations de Picard. Notation : la solution sera notée y = s(t,x, h).

2. Soit maintenant y solution de (2.45)) et v la function définie par
=z + ho(t, x) (2.46)

Donner la formule de ¢ en fonction de s(-) et W(-) et montrer que ¢
est bien définie et est une fonction Lipschitz pour h assez petit.
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Exercice 2.6 (stabilité de schémas implicite) En utilisant éventuellement
[’exercice montrer que le schéma de Crank-Nicholson satisfait les hy-
potheses du théoréme (page de zéro-stabilité.

Exercice 2.7 (convergence théorique) Donner un résultat de convergence
pour le schéma d’Euler sans le lemme de Gronwall discret.

Indications : commencer sans les erreurs d’arrondi et établir une formule
de récurrence pour l’erreur.

Exercice 2.8 (écriture R-K) Vérifier que la méthode de Heun est bien
une méthode de Runge-Kutta a deux pas et écrire les tableaux de Butcher
correspondants.

De méme pour la méthode d’Euler modifice :

h h
Up4+1 = Up + hf(tn + §,Un + Efn)

Exercice 2.9 (0-schéma) On considere le “D-schéma” :

Unt1 = Un +h{(1 = 0)f(tn, un) + 0f (tnsr, uns1)} -

1. Ecrire le tableau de Butcher du schéma.

2. Démontrer que la région du stabilité de ce schéma inclut {z = h\; Re(z) <
0} ssi >1/2.

Exercice 2.10 (Modele SIR) Ecrire un pas de la méthode d’Euler impli-
cite pour le systeme

ds/dt = —rSI (2.47)
dl/dt =rSI—al (2.48)
dR/dt = al (2.49)

Exercice 2.11 Soit le probleme de Cauchy :

=2y (2.50)
y =21 —4x° —y (2.51)

partant de (x(0),y(0)) = (xo,yo) # (0,0). Démontrer que ce probléme admet
une solution mazximale sur tout l'intervalle |ov, B] (avec —oo < a < f < 00).
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Exercice 2.12 Soit le probleme de Cauchy :

¥ =2y(z—1) (2.52)
v =—-x(z—1) (2.53)
2= —xy (2.54)

partant de (x(0),y(0),2(0)) = (xo, Yo, 20). Démontrer que ce probleme admet
une solution mazimale sur tout lintervalle [0, 00].

Exercice 2.13 (systémes autonomes) Soit le systeme x' = f(x) avec f
de classe C'. L'état & est un vecteur de RY.

1/ Soit x1 et x5 deux solutions de ce systéme. Alors si ces solutions se
touchent en un point elles sont égales.

2/ Soit x une solution. Alors soit t — x(t) est injective soit elle est
périodique.

Exercice 2.14 (multi-pas) 1. Montrer que le schéma BDF-2 (2.29)
vérifie les conditions de consistance.

2. Montrer que pour BDF-2 l’erreur de troncature est bien d’ordre 2.

3. Donner l'ordre de l’erreur de troncature de Adam-Bashford ([2.28]).

2.11 TP Python

Exercice 2.15 (précision numérique) Implémenter | ’exercice de maniere
a observer tous les comportements décrits en TD pour EE et EI avec précision
finie ou pas.

Exercice 2.16 (modéle SIR, ordre schéma) Ecrire un programme qui résout
le systeme SIR — en utilisant les schémas de Fuler FExplicite,
Heun et Runge-Kutta d’ordre 4 de tableau de Butcher . Prendre comme
exzemple Sy = 10.0%, Iy = 10, Ry = 0 (mais travailler avec les proportions de
la population totale), r = 0.5, a = 0.33, T = 150.0, N = 150 (h =T/N ).
1. Implémenter en utilisant la fonction “odeint” de python (sans aucun
schéma).
2. Etudier l'ordre des schémas en faisant varier h et en comparant avec la
solution trouvée par ‘odeint’ au temps T (prendre l'erreur sur les ”S”).
Pour cette étude prendre Ty = 52, T' = 60 (obtenir les valeurs initiales
au temps Ty du calcul précédent) et h = 0.05,0.01,0.1,0.5,1,2,4. Le
résultat devrait étre similaire & celui dans la figure [2.9
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3. Etudier ltmpact des politiques de controle qui vont changer r et a.

FIGURE 2.2 — Résultats pour 1'exo [2.16|

Exercice 2.17 FEtudier numériquement la stabilité de Fuler Ezxplicite pour
le cas du systéeme x'(t) = Az(t) avec A\ =i, T =100 - 2w, h = 27/100. Des
résultats typiques sont dans la figure [2.3
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1es EE partie reelle

EE partie imaginaire

31 —— sol exacte i —— sol exacte
=== sol numerigue 70 === ol numerigue
2 -
1 -
I] -
_]_ g
-7
-3 :
T T T T _30 T T T T
H 200 400 GO0 0 20 40 &0 a0
20 El partie reelle El partie imaginaire
) —— =0l exacte — sol exacte
15 A === spl numérique | 15 === sol numérigue

[
hTRE o,

FIGURE 2.3 — Stabilité des schémas EE et EI.
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Chapitre 3

Backpropagation, optimisation,
controle

BUT : calcul du gradient, soit dans un contexte optimisation pure (NN)
soit contrdle (distribué en temps ou paramétrique).

Approche no. 1 : différentiation numérique (formules d’ordre 1 et 2), cott.

Notion de graphe computationnel

Exemples : calcul quelconque, NN, sensitivité par rapport aux parametres,
controle.

Definition formelle du graphe computationnel : graphe orienté, connexe,
sans cycles; définition des dégrés sortant, entrant, ensmble entrant, sortant ;
inputs, outputs. Notation pour fonction de calcul.

description calcul ”forward” : ne dép que des inputs

description calcul backward / adjoint

Proposition : ceci est le gradient (hyp : un seul output).

Remarque : calcul rapide (un seul passage); comparation (en nombre
d’évaluations) avec différentiation automatique ou mode ”direct”.

Preuve : chaque node a un "temps” associé...

Exemple important : NN

Exemple important : controle par u(t) avec EE : graphe, description ba-
ckward, definition adjoint.

Relation entre backward et Euler-Lagrange (KKT)

Remarque : si fonctions seulement convexes, sous-gradient ...

Remarque : EI : ne satisfait pas hyp. cycles ... adjoint existe toujours ...

TD : adjoint graphe quelconque, adjoint EI (formel), equations pour
dérivée par rapport a quelques parametres de la dynamique (ex. pour SIR :
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Input Hidden Hidden Output
layer layer 1 layer 2 layer

— Output
Connexion Connexion Connexion
para- para- para-
meter meter meter
Wy Wo Ws

FI1GURE 3.1 — Description du mode ”forward” et ”backward” pour un réseau
néuronal (couches denses).

r,a).
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(xn—i-l =T, + Un]

I Suliak
m
-~me

An = OF /0,
= 0F/0zp11 - Oxpyy1/02y + OF [ Ovy, - Ovy /Oy, |
)\n = )\n+1 + )\n,+1h : a.f/a‘r(t?z: Un, :L'n) J

tOF Qv = OF [0 41 - O 1 /v = Anirt

FIGURE 3.2 — Description du mode ”forward” et ”backward” pour un
probleme de controle (Euler Explicite).
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3.1 Exercices

Exercice 3.1 (exemple de graphe computationnel) FEcrire le graphe com-
putationnel du calcul suivant : z = z+sin(x-y)+x*. Ecrire ensuite le graphe
backward pour le calcul des dérivées de z par rapport a x et y. Calculer ex-
plicitement les valeurs de ces deux graphes pour x =2, y = /6.

Exercice 3.2 (Mode backward EI, cf figure [3.2)) Trouver les formules
pour le mode forward et backward pour un probleme de contréle comme dans
la figure mais avec un schéma de Euler Implicite.
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Chapitre 4

Equations différentielles
stochastiques (EDS)

4.1 Rappels : mouvement brownien, martin-
gales, intégrales et processus stochastiques,
formule d’Ito

Pour les rappels de calcul stochastique voir le poly de M1 [4] d’ou sont
extraits ces résultats et les exercices

4.1.1 Mouvement brownien : définition

Définition 4.1 (mouvement brownien réel) Soit B = {B;,t > 0} un
processus défini sur l'espace de probabilité (2, F,P) muni de la filtration na-
turelle (complétée) du processus B, filtration notée F tel que :

1. B est un processus a trajectoires continues ;

2. B est un processus a accroissements indépendants, c¢’est-a-dire que
pour tous 0 < s <t la variable aléatoire By — B est indépendante de

‘FS }.
M 3&0@20 3. pour tous 0 < s <t la variable aléatoire By — By suit la loi normale
o ‘on N(O, t— S).
& oA
c Si de plus By = 0 (respectivement By # 0), on dit que B est un mouvement
W brownien standard (respectivement non-standard).
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Quand la filtration F est donnée a priori, un processus F-adapté qui vérifie
les conditions ci-dessus est dit F-mouvement brownien.

Dans tout ce qui suit, sauf mention explicite du contraire nous suppose-
rons By = 0.

Remarque 4.2 Soit B = {By, t > 0} un F-mouvement brownien sur [’es-

pace de probabilité filtré (0, F,P;F). Alors B est un processus gaussien de
fonction moyenne eg(t) = 0 et d’opérateur de covariance Kg(s,t) := cov(Bs, By) =
min(s,t).

Nous noterons par B ou W les mouvements browniens.

. e . W, ~ W

4.1.2 Variation quadratique WiV i )
Définition 4.3 Soit t > 0 un réel donné et A :={to =0<t; <---<t, =
t} une subdivision de l'intervalle [0,t]. On appelle module de la subdivision
A et on note |A| la quantité |A| := sup; |t; — ti—1|. Pour un processus X; on
note

VX, A) =D 1X (0) = X ()Y (4.1)

La fonction t — Vt@)(X) = lim|a |0 Vt@’\(X, A) < oo est appelée variation
quadratique de X.

Proposition 4.4 (Variation quadratique du mouvement brownien)
Soit B un mouvement brownien sur ’espace de probabilité (2, F,P). Alors,
pour tout t > 0

lim E[M”(B,A)—t\? = 0. (4.2)

|A|—0

2
Ceci peut s’écrire encore V;(Q)(B, A) |AL|—>0 t. On dit que la variation quadra-
ﬁ

tique sur [0,t] du mouvement brownien existe dans L* et Vt(2)(B) =
Intuition 4.1.1 La variation quadratique somme les carrés des oscillations
du mouvement brownien. Lorsque lintervalle du temps devient de plus en

plus petit nous obtenons une somme d’incréments indépendants qui conver-
gera donc vers sa moyenne.
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4.1.3 Intégration des processus de L£([0,77])

On considere les ensembles L£(§2, F,P;F;[0,7]) (noté plus simplement
L([0,T])) et £2(Q, F,P;F;[0,T]) (noté plus simplement £2([0,77])) définis

par :
i
{/ Hidu]<oo]P’—p.s.}.
0
i
]E{/ H2du <oo}.
0

Théoréme 4.5 (Intégrale stochastique) I eziste une unique application
linéaire T qui a tout processus H € L([0,T]) associe un processus Z[H] a
tragectoires continues sur [0, T| tel que si H est continue et localement bornée
et A" est une suite de subdivisions de [0,t] avec |A"| — 0 alors (propriété

de sommes de Riemann-Ito) :

t
P— lim Y  H,(By,, —B,)= / H.,dB,. (4.3)
0

L([0,T]) := {(Ht)o<t<T, processus F-adapté

L£3([0,T]) = {{Ht, 0 <t < T}, processus F-adapté

n—00
tpr EAT

Si de plus H € L*([0,T]) alors Z|H]| est une martingale.

Définition 4.6 Pour H € L([0,T]), le processus Z[H] est appelé intégrale
stochastique ou encore intégrale d’Ito de H par rapport au mouvement brow-
nien B. On note fg H.dB, :=T[H];.

Example : exercice 4.1

4.1.4 Processus d’Ito

Définition 4.7 (Processus d’Itd) Un processus stochastique X est appelé
processus d’Ito s’il s’écrit sous la forme

t t
X=Xy + / o, du + / H,dB, (4.4)
0 0

ot Xg est Fo-mesurable, {ay, t € Ry} et {H;, t € Ry} sont deux processus
F-adaptés vérifiant les conditions d’intégrabilité

i 5
/ la|du < 0o P — p.s. et / |H,|?du < 0o P — p.s. (4.5)
0 0

On note également sous forme différentielle : dX; = cudt + H,dB;.

&
\F.e X = y O&ﬁs 3
0



@ Mise en garde 4.1.1 La forme différentielle constitue juste une no-
tation pour fa dX; = Xp—X,. Le mouvement brownien n’est pas différentiable
pour autant (ce que laisserait penser le cas particulier « =0, H =1).

Dorénavant on notera J I’ensemble des processus d’Ito6 et J? le sous-ensemble
des processus d’Ito, X; = Xy + fot o, du + fot H,dB, € 7 tels que :

T T
E [/ |au|2du} <oo et E {/ |H,|*du
0 0

4.1.5 Formule d’Ito

Intuition 4.1.2 L’exercice page [£0 montre que l'on a [’égalité suivante
fOT 2B,dB;, = B2 — T que l'on peut aussi écrire en forme différentielle :
dB? = 2B,dB,+ds. Nous voyons donc que la formule de dérivation composée
"habituelle” df (z) = f'(x)dz ne s’applique pas a f(x) = x* et x = By car le
terme —T apparait. Regardons cela de plus prés : lincrément infinitésimal
entre t et t+At d’un processus d’Ito est de 'ordre oy At pour la partie continue
et Ht\/EN(O, 1) pour la partie brownienne. Pour At petit c’est clairement
la partie brownienne qui domine. Faisons un petit calcul formel pour une
fonction f(x,y) et x =t, y =/t dans la limite t petit :

f(t,vt) = £(0,0) + %(O’ 0)vt + %(0, 0)t

10%f ,  O*f 10%f 2 5 2
+5 525t +8xayt\/¥+ éa—yzx/i +o(t?+ V). (4.7)

< 00 . (4.6)

Pour prendre en compte tous les termes d’ordre inférieur ou égal a t il faut
. . . 2 2 T ..
nécessairement inclure le terme %%\/l_f , c’est-a-dire écrire :

af of 10%f
t,vt) = f(0,0) + =—(0,0)vt+ =—(0,0)t + ==t + o(?). 4.8
16D = F0.00+ 50.0Vi+ 0.0+ 5500400, (@8)
C’est ce terme additionnel qui constitue la nouveauté et doit étre pris en
compte. Il provient de la non-dérivabilité du mouvement brownien qui en-
traine par ailleurs la non-différentiabilité de t — f(t, \/f) en zéro et donc la

présence d'un terme d’ordre \/t et des termes \/52.
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Théoréme 4.8 (formule d’It6) Soit f : Ry x R — R une fonction de
classe C1? (c’est-a-dire dérivable une fois en temps avec la dérivée continue

et deux fois en espace avec dérivée seconde continue). Soit X € J un processus
d’Ito X; = Xo+ fot ozudu—l—fg H,dB,. Alors, le processus Yy = f(t,X;) € J et

f(t,Xt):f(O,Xo)Jr/O O (4, X.)du +/ 9 (4, x,)dx,

ot
anu 2 du - e
+ [ G X Hzd \ﬁéﬁbé "j\HMd(A

of
Ox

ou encore, en formulation différentielle,

2
df (t, X;) = {aaf +ata—f—|—Hf;g /

> (t, X,)dB;. (4.9)

} (t, Xy)dt + Hy =
Exemple : Y, = X7.

4.1.6 Equations différentielles stochastiques

Etant données deux applications a et b on se demande s’il existe un pro-
cessus d'It6 X = {X;,t <0} dont la décomposition (unique) vérifie
v W= ISR
T el de

en notation différentielle. Voir 'exercice page [40] pour des exemples de
telles équations apparaissant dans des modeles en finance.

dXt = a,(t, Xt>dt + b(t, Xt)dBt
- O

Théoréeme 4.9 Soit T > 0 et a(-,-),b(-,-) : [0,T7] x R — R des fonctions
mesurables telles qu’il existe des constantes C, L > 0 satisfaisant :

la(t, )| + |b(t,z)] < C(1 + |z|), Yz € R, t € [0,T], (4.10)
la(t, ) — a(t,y)| + |b(t,z) — b(t,y)| < Llz —y|, Y,y € Rt € [0,T].(4.11)

Soit Z une variable aléatoire indépendante de F>° = o{Bs,s > 0} et telle
que
E[Z?] < oo.

Alors l’équation différentielle stochastique
t t
X = Z+/ a(s,Xs)ds—I—/ b(s, Xs)dBs, t € (0,7, (4.12)
0 0
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ou en notation différentielle
dXt = a(t,Xt)dt —|— b(t, Xt)dBt, XO = Z, t € [O,T], (413)

admet une unique solution X = {X;,t < 0} telle que :
1. X est continue par rapport a t ;

2. X est adaptée a la filtration FZ générée par F; et Z ;

3. X € £2([0,T)) i.e.,
ar
E [/ X} dt] < 00.
0

4.1.7 Résumé du cadre

Nous nous placons dans un cadre d’espace probabilisé filtré (2, P, F, (F;))
et (W;) est un mouvement brownien qui engendre la filtration (F;).

On appelle processus d’Ito, un processus (X;), <i<p @ valeurs dans R tel
que :

t t
P—ps Vt<T:X;,=Xg +/ Kds +/ H,dWw,, (4.14)
0 0
ou de maniere équivalente :
dXt S tht + thWt, (415)

avec X donné Fy—mesurable, (H;) et (K;) adaptés a (F), fOT |Ks|ds < oo
et fDT H2ds < oo, P — ps.

Lorsque K et H dépendent de X nous obtenons des Equations Differen-
tielles Stochastiques (EDS) dont 'existence d’une solution est donnée par un
résultat spécifique. L’approximation de leur solution est I’objet de ce chapitre.

4.2 Schéma d’Euler-Maruyama, Milshtein

4.3 Consistance des schémas numériques, conver-
gence forte et faible

définitions, consistance forte implique faible
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4.4 Formules d’Ito -Taylor, justification du
schéma de Milstein

4.5 Application au delta-hedging des options
et équation de Black& Scholes, Feynman-
Kac

Pour les applications en finances voir le poly de M1 [4].
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4.6 Exercices

Dans tout ce qui suit on considere une EDS

dXt = a(t7 Xt)dt + b(t, Xt)th (416)

Les coefficients a et b qui satisfont, au minimim, les conditions du théoreme
d’existence d’un processus d’Ito, a savoir :

- a, b sont adaptés a la filtration A; du processus X;

- fOT las|ds < oo ppt fOT |bs|2ds < oo ppt

Rappel : le pas de temps est ici égal a h et on note 7,, = nh. Les schémas
numériques proposeront des approximations Y,, de X, .
Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, on note a,, = a(7,,Y,), by = b(7n, Y2).

Exercice 4.1 (Sommes de Riemann, cf. théoréme , page
Soit A:tg=0<t; <..<ty=T une division de [0,T].

1. Calculer la limite en L? (si elle existe) de la somme de type Riemann

N-1

S1=> By, (B, — Bi,); (4.17)
k=0
lorsque |A] — 0.
2. Calculer la limite en L* (si elle existe) de la somme de type Stratono-

vich
N—-1

Sp=>_ Byt (Biy., — Bi) (4.18)
k=0

lorsque |A| — 0.

Exercice 4.2 (formule de 1t6) Pour cet exercice (X;)>0 € J* et on ad-
mettra aussi que (Y;)i>o (défini ci-dessous) est également dans J°.

1. Soit Yy =log(X}). Calculer dY; sachant que dX; = pX;dt + 0 X,;dB;.
2. SoitdX; =a-dt+b-dB,. Calculer dY; ot Y, = e*Xt.

Exercice 4.3 (E.D.S. pour quelques modéles financiers) Soit
W = {W,,t > 0} un mouvement brownien standard.
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1. Modele de Black-Merton-Scholes : soit p,o € R. Démontrer, en utili-
sant un résultat du cours, que I’EDS suivante :

dSt = MStdt + O'Stth, S(O) = S() € R, (419)
admet une solution unique. Montrer que cette solution est
S, = eln=o?/2t+oWig (4.20)

2. Modele de Vasicek : soit a, 5,0 € R, a # 0, 0 > 0. Démontrer, en
utilisant un résultat du cours, que I’EDS suivante :

dry = a(fB — ry)dt + odWy,r(0) =19 € R, (4.21)

admet une solution unique. Montrer que cette solution est
t
re =1oe” " + B(1 — ™) + J@O‘t/ e dWs. (4.22)
0

3. Modéle de Cox-Ingersoll-Ross (CIR) : soit o, 5,0 € R, a # 0, 0 > 0.
Dire si le résultat du cours peut étre utilisé pour démontrer que [’EDS
suivante admet une solution unique :

dry = o — ry)dt + or/|ri|dW, r(0) =re > 0. (4.23)

Exercice 4.4 (consistance faible) On suppose a bornée : |a(t,x)| < M Vi, x.
1/ Montrer que le schéma suivant, dit ”FEuler Maruyama faible”

o1 = Yo+ a(mn, Yo)h + b(r, V) 6uVh (4.24)

est faiblement consistant. Ici &, sont des variables aléatoires indépendantes
entre elles et indépendantes de A, telles que P(§, = £1) = 1.

2/ Généraliser pour d’autres variables &, .

3/ Le schéma est-il fortement consistant ?

Exercice 4.5 (schéma de Heun pour EDS) Dans cet exercice on consideére
que dans les coefficients a et b sont indépendants du temps, de classe
C? et a,b et les dérivées dordre 1 et 2 (a',a" V' ,b") également bornées. On
¢tudie une généralisation formelle du schéma de Heun

Yo = Yo+ %{a(Yn) + a(Yn +a(Y,)h + b(Yn)AWn> }h
+%{b(Yn) + b(Yn +a(Y)h+ b(Yn)AWn> }AWn (4.25)
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Montrer que ce schéma n’est pas fortement consistant pour tout choiz de a
et b et trouwver pour quels types de coefficients le schéma ['est (conditions
suffisantes).

Exercice 4.6 (consistance : définitions) Montrer que pour l’équation (4.16)
les définitions de la consistance comme EDS et comme EDO coincident si
b=0 (a et b seront supposeés aussi réguliéres que nécessaire).

Exercice 4.7 (ordre fort EM limité & 1/2) Donner un exemple de coef-
ficients a et b tels que le schéma d’Euler Maruyama appliqué a d’équation
(4.16) ait un ordre de convergence forte strictement inférieur a 1.0.

Exercice 4.8 Dans [’équation (4.16)) on supposera a, b Lipschitz, de crois-
sance au plus quadratique en X. Montrer qu’un schéma fortement consistant
partant de X (0) converge fortement. Appliquer au schémas Euler-Maruyama
et Milstein et montrer que dans ces cas l’ordre de convergence vy est supérieur
a 0.5.

Exercice 4.9 (Calcul Ito-Taylor pour Milstein) FEzpliquer en quoi le ter-
me supplémentaire, dans Milstein par rapport a Euler-Maruyama, est lié au
developpement de Ito-Taylor.

4.7 Exercices EDS : quelques solutions

Rappel dans le calcul des esperances conditionnelles les propriétés suivantes
sont utiles (A est une tribu) :

a/ BE(XZ|A) = ZE(X|A) si Z est mésurable par rapport a A

b/ E(X|A) = EX si X est indépendante de A

¢/ majoration : E(X|A) < E(|X]|A)

Les exercices a concernent le calcul stochastique. Ils sont
corrigés dans le livre [4, Chapitre 2] dont une version pdf est dis-
ponible en ligne (adresse du pdf : voir rubrique ”Bibliographie”
page de ce document.

Exo. Nous vérifions les deux propriétés dans la définition de la consis-
tance faible.
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h

by,

Vh
ou nous avons utilisé le fait que a,, et b, sont mésurable p/r a A, et aussi
le fait que &, est indépendante de A, , et E¢, = 0. Donc

EF(M ATn)_an

Yn—l—l - Yn
Pl —
( ;

y )_a :E(anmbnﬁfn

-ATn> — Qp

=a, + E¢ —a, =0 (4.26)

2

=FE0=0 4.27
- (427)

ce qui donne la premiere majoration dans la définition de la consistance, avec

c(h) = 0.
-

La deuxiéme condition :

E ((Y”H—W‘ATJ 5 <(anh+bn\/ﬁfn)2

h h
= ha? + 2a,b,VhEE, + 2 EE2 = ha? + b2. (4.28)
Nous avons & nouveau utilisé E¢, = 0 mais aussi E&2 1 (et bien sur

I'indépendance de &, et la mésurabilité de a et b p/r a A;, ). On conclut

VAV
E‘E <M‘Am> —a?

2

= E(ha?)* < h*M. (4.29)

Mais Mh? — 0 pour h — 0, ce qui acheve la démonstration de la consistance
faible (avec c(h) = Mh? dans les deux estimations).

2/ On remarque que toute suite de variables aléatoires &, indépendantes
entre elles et indépendantes de A, de moyenne 0 et variance 1 donnent les
meme resultat.

3/ Il ne peut pas l'étre, car la deuxieme condition de la définition de la
consistance forte ne serait pas satisfaite (en effet, les variables &, n’ont aucune
relation avec les AW,,, donc en particulier ne peuvent pas les compenser lors
du calcul, et on reste avec un terme qui ne tend pas vers zéro pour h — 0).

Exo. [4.5]
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Les calculs de cet exo ne sont pas tout a fait similaires a ceux de l'ap-
plication précedante pour la raison suivante : a(Yn + a,h + bnAWn> n’est

ni indépendante de A4, ni mésurable par rapport a A, ; effectivement,
la fonction @ mélange AW, d’une part et Y,,a, et b, d’autre part donc,

a(Yn + a,h+ bnAWn> n’est pas indépendante de A, a cause de la présence

des Y,,a, et b, et n'est pas mésurable p/r a A, a cause de la présence de
AW,,. 1l nous faut alors remplacer le calcul exacte de 'espérance condition-
nelle, qu’on pouvait faire avant, par un calcul approché par des formules de
Taylor.

On remarque tout d’abord que, avec les notations a,, = a(Y;,), b, = b(Yy,),
al = d(Yy), b, =V (Y,), une formule de Taylor a 'ordre 2 nous donne :

2
a(Yn+anh+bnAWn) = antd, <anh+b AW) (o) (anh+bnAWn>
pour un certain point ay.
De méme :

b(Yn+anh+bnAWn):bn+b;-<anh+bnAWn) M) <anh+b AW)

T2

pour un certain point 3.
Remarque : e.g., a!, est mésurable p/p a A, car il s’agit d’'une fonction i.e.
a'(+) appliquée a une variable Y,, qui elle est mésurable p/r a A, .

Il ne reste plus qu’a faire les calculs de la méme fagcon qu’avant. Nous
omettons seulement le calcul immédiat initial qui utilise I'indépendance et
la mésurabilité p/r a A, ; le lecteur est par contre invité a refaire si besoin.

anal, h+E< (ay)<anh+b AW) |Am>

Yoi1 — Y,
E <% ATn) — a?’l = an + 2
103N 2
bt E(% (anh + b, AW, ) AW, A, )
+ B > . (4.30)

A ce point, sous les hypotheses de I’exo, nous pouvons donc estimer que

Yn+1 - Yn
Fl ——
(5

2

Am) —a, = brbn +O(Vh) (4.31)

2
(b”(ﬁ")~<anh+bnAWn> AWn\Am>
A titre d’exemple, détaillons le traitement du terme .

Tout d’abord il faut se rappeler que 3, dépend de AW, aussi, donc v'(By)
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n’est pas forcement mésurable par rapport a A, (ni forcement indépendant
de A, ). Donc on aura seulement des majorations :

2 2
E(b//(ﬁg) : (anh n bnAWn) AWn|ATn) E<(anh n bnAWn> IAW,,| Am>
< M,
2h 2h
ou My = sup, |b"(z)|. On continue les majorations :

As,)

MZE((anh v bnAWn>2|AWn|

oh
bilAWnF’}
h

< MQ{Eaih|AWn| +

2 Banby| AW, |2 + E < CWh+Vh +VI') < C'h/2

avec des constantes C, C" indépendantes de h.
Revenant a , comme b,b/, n’a aucune raison d’étre petit pour h — 0 (en
fait il ne dépend méme pas de h), le schéma n’est pas consistant en général.
Un calcul similaire nous montre que
1
£(;
En conclusion, le schéma est fortement (donc faiblement) consistant si et
seulement si bb' = 0 c’est a dire b = constant.

2
Vo1 — Yo — E(Yo1 — Yol A — b, AW,| ) = O(h). (4.32)

Exo. On suppose a aussi réguliere que voulu, par exemple de classe
C™ bornée avec toutes ses dérivées bornées. Dans le cas ou b = 0,
estcomplétement déterministe et devient une EDO. Le processus d’Ito X; so-
lution de (4.16]) ne dépend plus de I'aléa w. Il est donc pertinent de comparer
la notion de consistance pour les EDO avec les deux notions de consistance
pour les EDS. Ainsi, si on prend un schéma (Y},),en qui approche la solution
a et part d’une condition initiale déterministe Yy = Xy € R, il n’est
pas nécessaire de le faire dépendre de AWy et on peut I’écrire sous la forme

Yn+1 = Yn + h(p(T’m Yn7 Qp, h), Qp = a(t’m Yn)7 AWn = WT - Wﬂ“

n+1

avec ® aussi réguliere que voulu (par exemple de classe C™ bornée avec
toutes ses dérivées bornées). Comme tout est déterministe ici, la quantité
®(7,,Y,, a,, h) est indépendante de la filtration A, et on obtient donc

E (Y, —Ya|AL) = hE (P(7, Yo, an, h)|AL,)
= hE(D(7,, Ya, an, h))
= h®(71,, Yo, an, h).
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La condition premiere condition de consistance faible devient donc

(’h@(Tn,Yn,an,h) 2) 0
1.e., comme tout est déterministe,

lim E
11m h
lim |® (7, Yy, an, h) — an)® = 0,

h—0t

_CLTZ

h—0+
1.€.
lim a, — ®(7,,Y,,a,,h) =0.
h—0+
Or

a, = a(1y, Yy) = X'(1.),

ol X' est Punique solution a (4.16) vérifiant X(7,) = Y,. De plus, comme
X' est de classe C™ et X (7,,) = Y, on a notamment que

X(Tpr1) = Ye -
% — X'(1,) = a, quand h — 0*.
Ainsi,
lim a,, — ®(7,,, Yy, an, h) =0
h—0+
h—0Tt h h
X(1hi1) = Y,
& lim X(nsn) = Vo (7, Yo, a, h) = 0,
h—0+t h

ce qui est bien dire que l'erreur de troncature locale donnée en (22.5) tend
vers 0 quand h — 07, compte tenu de la Remarque . De méme,

2
B (W’Am) — W2E ((®(7, Yo, an, 1)) As)
= h2E((I)(7—n, an Qs h)2)

= h2®(7,, Yy, ap, h)2
De plus, b, = 0 ici. Ainsi la condition (W3) de consistance faible devient donc

2
lim E < ) =0,
h—0+

h2®(7,,, Yy, an, h)?
h
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i.e., comme tout est déterministe,

lim | (7, Yo, @, h)?|* = 0,
h—0+
1.€.
lim h2®(7,,Y,, a,, h)* =0,

h—0t

ce qui est automatiquement vérifié puisque 1'on a supposé ® bornée.

Pour la consistance forte, la premiere condition est identique a la premiere
condition de consistance faible. Quant a la deuxieme condition de consistance
forte, on remarque qu’ici, par un calcul déja fait

Yoi1 = Yy — E (Yosr — Yol Ar) = hE(®(7, Yy, an, ).

Ainsi, comme b, = 0, la condition Fj se réécrit ici comme

1
lim F (E |h<I>(Tn,Yn,an,h)|2> =0,

h—0t

i.e., comme tout est déterministe,

1 2
lim — |h® =
JHm — [h®(7a, Yo, an, h)[" = 0,
1.€.

lim h®(1,, Yy, an, h)* =0,

h—0t

ce qui est automatiquement vérifié puisque 'on a supposé ® bornée.

Ainsi, dans ce cas, les conditions de consistance faible et forte sont iden-
tiques entre elles et identiques a la condition de consistance pour les EDO
qui est que l'erreur de troncature locale donnée en tende vers 0.

Exo. Si on était dans le cas d'une EDO (i.e. b = 0), on sait que le
schéma d’Euler-Maruyama est équivalent au schéma d’Euler explicite usuel
et que l'ordre de convergence est forcément 1. Ainsi, pour trouver un exemple
adéquat, il est nécessaire de prendre b # 0. Le cas le plus simple serait de
prendre b = 1 et @ = 0, mais dans ce cas, la solution approchée serait
malheureusement égale a la solution exacte (le vérifier). Il faut donc chercher
quelque chose d'un peu plus compliqué. Prenons un autre cas simple (il y
en a strement une infinité d’autres qui marchent, peut-étre de maniere plus
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élémentaire). Posons f(t,x) = tz. f est de classe C* en (¢, z). Alors, par la
formule d’Ito,

of of 10%f
df(t, Wt) == E(t, Wt)dt + %(t, Wt)th ‘|‘ Eﬁ(t, Wt)dt - Wtdt + tth,

ce que 'on peut réécrire comme
d(tW, — / Wids) = tdW;.
0

Ainsi, si 'on pose X; = tW, — fos Wds, W, est solution de
dXt == tth, X(] - O

Regardons donc ce que donne 'application du schéma d’Euler-Maruyama
a cette EDS, en partant de Yy = 0, sur U'intervalle de temps [0, 1] (z.e. T =1
ici, et donc N = ) :

Vo1 =Yo+7 (Wey —Wo) =Y, +nh (W, —W,,).

Il est tres facile de résoudre cette récurrence est d’en déduire que

Yo=Yo+hY i(Wy =W, ) =h) i(W,-W,_).
=1 =1

Notamment,
N N-1
Yy =hY i(We =Wy ) =hY i(Wy =W, )+ Wi—Wi.
i=1 =1

Comme on s’intéresse a de la convergence forte, on regarde l'erreur en N
donnée par la formule

1 N-1
en(h) = E(|Yy — Xi|) = E(|Wi_p, — /0 Wads =0y i (Wr, = Wr ) |).
i=1

Reste donc a estimer cette quantité. On sait que les W, — W, | sont
toutes indépendantes deux a deux et suivent une loi gaussienne centrée de
variance h. Les variables aléatoires i (W, — W, ) sont donc aussi toutes
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indépendantes deux a deux et suivent une loi gaussienne centrée de variance
i?h. Leur somme

N-1
Z i (WTZ - W‘f‘i71)
=1

est donc encore une gaussienne centrée de variance

N-1

popy @ =MW EDEN) -1 (1=hR=h)

6 6h?

Ainsi, la variable aléatoire

N-1
| § :Z (WTz - W’Tz’—l) |
i=1
est une “loi normale repliée” dont I’espérance est donnée par

-

On en déduit par inégalité triangulaire que

ex(h) > E(Wyp — /0 W,ds|) — \/(1 a h)g@ ) e

Un développement limité donne que

Il reste & estimer E(|Wq_), — fol Wds]).
On en déduit que

en(h) = C'(T)Vh,

pour une constante C’'(T") > 0 dépendant de T" dont la valeur nous importe
peu. Evidemment, ceci interdit que 'on puisse avoir ex(h) < C”h pour un
certain C” > 0 (tout simplement car C'(t)v/h < C"h est forcément faux pour
h suffisamment petit en divisant chaque coté par \/E), et donc le schéma
n’est pas d’ordre 1 dans ce cas. De fait, le schéma est au mieux d’ordre
1/2. Comme il a été admis en cours que le schéma d’Euler-Maruyama était
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d’ordre de convergence fort au moins 1/2, on ne peut pas améliorer le Vh
dans 'inégalité précédente.
Exo. 4.9

Avec les notations du cours, on s’intéresse donc au terme

tnt+h s
I =L"%(X,) / / dW,dW,
tn tn

du développement d’Ito-Taylor, qui domine tous les termes de reste placés
dans R, comme montré en cours. On rappelle que dans le cas ou b ne dépend
pas de t, L' est donné par

L': b bl.

De plus, le terme additionnel du schéma de Milstein par rapport au schéma
d’Euler-Maruyama est donné par

J= %b(Xn)b’(Xn) (AW,)? — 1) .

Ainsi, si on veut démontrer que I = J, il suffit de démontrer que

tn+h S 1
/ / AW, dW, = 5 (AW,)*> = h).
tn tn

Pour ce faire, on commence par remarquer que

/ AW, = W, — W,
t

n

de telle sorte que

tnth  ps tnth tnth
/ / dW,dWy = WedWys — W, / dWy
tn tn tn

t7L
tn+h
e WdeS - th (th+h - th) :

tn

Maintenant, on utilise la formule d’Tto pour calculer la quantité d(W?). On
pose g(t,z) = 2%, de telle sorte que d(W?) = d(g(t, By)). g est de classe C™
et

0y 0y 0%g

= —0 == —or. —2

= 2.
ox (t, )
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On obtient alors

dg dg 2g
d(W?) = ™ 99wyt + 4 i T (Wy)dw, + 55 2(Wt)dt_ 2W,dW, + dt.
En intégrant entre ¢, et ¢, + h, on obtient
tn+h
W2, — Wi =2 WodW, + (t, +h —t,).

tn
En prenant en compte que t, + h —t, = h, on en déduit que

tnt+h 1
WadW, = 5 (<h+ W2 = WE).

in

Ainsi, en mettant bout a bout les calculs précédents, on en déduit que

/ttn+h /ts AW, dW, = % ( h+ WE +h T - W ) = Wi, Wein = Wi,)
% (h+ W2, — W2 = 2W, Wiy + 2W2)
% (=h+ W2 W+ W2 —2W, Wi i)
= % (=h+ (Whpn — W2,)?)

ce qui était le résultat voulu puisque par définition, AW,, = Wy . — W, .

4.8 TP Python

Exercice 4.10 (Mouvement Brownien) 1. Ecrire un programme qui
calcule une réalisation d’un mouvement Brownien Wy, sur un horison

T =1 avec N =500, h =T/N. La dessiner.

2. En modifiant le programme précédent, sans ajout de boucle "for”, cal-
culer M réalisations du mouvement Brownien W, (mémes paramétres).

Dessiner M = 50 telles réalisations sur le méme plot.

3. En utilisant les sommes de Riemann-Ito (4.3)) calculer fOT W dW, et

comparer avec la formule exacte pour divers valeurs de h et en faisant

une moyenne sur les réalisations.
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Exercice 4.11 (Schémas EM et M) Dans cet exercice nous allons considérer
VEDS dX; = 0(p — Xy)dt + odW, ; X; porte le nom de processus d’Orn-
stein—Uhlenbeck. Nous choissirons 8 = 1.0, u = 10.0, o0 = 3.0, Xy = 0.

1. Ecrire un programme qui simule X; avec un schéma d’Euler-Maruyama,
dessiner le résultat pour M = 100 scénarios.

2. En modifiant le programme précédent, implémenter le schéma de Mil-
shtein (+ dessin).

3. Montrer numériquement, en faisant varier h et en adaptant M, que
EM converge fortement a l'ordre 0.5, M a l'ordre 1 et EM faiblement
a l'ordre 1 (on prendra une fonction test a préciser).

Exercice 4.12 (Calcul de prix d’option européenne) Dans cet exercice
nous allons considérer I’EDS dS; = pSidt + 0S;dW, (modéle de Black-
Scholes). Ici T = 1.0, N = 255, M = 100 ( nombre de réalisations a faire
varier), SO = 100., p = 0.1, 0 = 0.25, r = 0.05 (taux d’intérét sans risque),
K =110 (strike).

1. Ecrire un programme qui simule Wy, S; (avec une formule exacte) et

calcule le priz de l'option en trouvant le M afin de rendre la variance
du résultat petite.

2. Pareil mais avec un schéma d’Euler Maruyama pour le calcul de S;.

Dans tous les cas dessiner les résultats.
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